
1 数学特論２ー「Chapter２」線形微分方程式の解

法

1.1 線形微分方程式の解の性質

次の n階の定数係数線形常微分方程式を考える。

a0
dny

dxn
+ a1

dn−1y

dxn−1
+ ... + an−1

dy

dx
+ any = f(x)...(1)

ここで各係数は定数であるとする。上の式は dky
dxk = y(k) と簡単に書けば

a0y
(n) + a1y

(n−1) + ... + an−1y
′ + any = f(x)...(2)

と書ける。以下 (2)の形で取り扱う。(2)に対して、右辺の f(x)を 0として
できる

a0y
(n) + a1y

(n−1) + ... + an−1y
′ + any = 0...(3)

を考える。この (3)は定数係数線形斉次常微分方程式と呼ばれる。この時に、
次の事実が大切である。

定理 1 方程式 (3)の解 y1(x), y2(x)について c1y1(x) + c2y2(x)は (3)の解で
ある。但し、c1, c2 は定数。

定理 2 (2)の一般解 y(x)は、(3)の一般解 y1(x)と (2)の特殊解（1つの解）
y0(x)を用いて y(x) = y1(x) + y0(x)と書ける。

従って、我々は、(i)(3)の一般解y1(x)を求めること、(ii)(2)の特殊解（1
つの解）y2(x)を求めること、の 2つを実行すれば良い。
（注意）ここで、(3)の方程式の一般解のことについて触れておこう。(3)の
方程式の一般解 y1(x)は n個の独立な解 Y1(x), ..., Yn(x)と任意定数C1, ..., Cn

を用いて y1(x) = C1Y1(x) + ... + CnYn(x)と表される。ここで、n個の解

Y1(x), ..., Yn(x)が独立であるとは、ベクトルの場合と同様に、どの 1つも残
りの一次結合で表すことが出来ないことであるとする。独立かどうかの判定

の仕方は、ロンスキー行列と呼ばれる次の行列式W (Y1(x), ..., Yn(x))の値が
0でないことで判定出来る。

W (Y1(x), ..., Yn(x)) =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
Y1(x) ... Yn(x)
Y ′

1(x) ... Y ′
n(x)

. ... .

Y
(n−1)
1 (x) ... Y

(n−1)
n (x)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
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1.2 定数係数線形斉次常微分方程式の一般解の求め方

方程式 (3)の一般解を求める為に、一番簡単な一階の場合を考える。こ
の時は、y′ の係数でわり算をしておけば、

y′ − ay = 0...(4)

となる。この方程式は変数分離形なので次ぎのよう解が求まる。(4)を丁寧に

書けば、
dy

dx
= ay

従って、

dy

y
= ax

両辺を積分して、 ∫
dy

y
=

∫
adx、log y = ax + c

よって、

y = eax+c = Ceax, (C = ec)

となる。J
但し、ここで、関数 eax の意味は定数 aが

(i)実数の時には普通の指数関数

eax

であるが、

(ii)複素数の時には、a = α + βiとして、オイラーの公式

eiθ = cos θ + i sin θ

を用いて

eax = e(α+βi)x = eαx(cos βx + i sinβx)

とする。

次に、一般に n階の方程式 (3)に対しては、y = eρx が解になると仮定し

て代入すれば、ρは次の代数方程式を満たすことがわかる。

a0ρ
n + a1ρ

n−1 + ... + an−1ρ + an = 0...(5)

この方程式 (5)を (3)の特性方程式といい、この解（根）を特性解（根）とい
う。特性解を、ρ1, ..., ρn(ρi ̸= ρj , i ̸= j)として、各 ρi(i = 1, ..., n)に対して、
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(i)ρi が実数の時には、

指数関数 y = eρix

が得られ、

(ii)複素数 ρj = αj ± βjiの時には、y± = eαjx(cos βjx ± i sinβjx)が得ら
れるが、これらの関数の和、差及び定数倍も解だから、

y = eαjx cos βjx, eαjx sin βjx

が解であることがわかる。

それでは、特性方程式が重解を持つ場合はどのようになるであろう。最初

に、特性方程式が重解を持つ最も簡単な場合について、未定係数法と呼ばれ

る方法で解いてみよう。

例題 1.y′′ − 2ay′ + a2y = 0の２つの独立な解を求めよ。
(解法）先ず、特性方程式は ρ2 − 2aρ + a2 = (ρ − a)2 = 0で、特性解は

ρ = a（二重解）だから、1つの解は y = eax であるが、それと独立な解を

y = u(x)eax の形で求める。この時に、

y′ = u′(x)eax + au(x)eax,

y′′ = u
′′
(x)eax + 2au′(x)eax + a2u(x)eax

だから、最初の方程式に代入して、

u
′′
(x)eax+2au′(x)eax+a2u(x)eax−2a(u′(x)eax+au(x)eax)+a2u(x)eax = 0,

となる。従って、

u
′′
(x)eax = 0

から ,

u
′′
(x) = 0

となり、

u(x) = Ax + B

を得る。

だから、

eax, xeax

が求める独立な解の組である。J
（注意）ここで用いた方法は、定数変化法とよばれ、微分方程式を解くの

に有効な方法の１つで良く用いられる。
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今後の取り扱いを簡単にするために、ここで新しい記号を導入しておく。

方程式 (4)は丁寧に書くと、

dy

dx
− ay = 0

であるが、これを

(
d

dx
− a)y = 0

更に、D = d
dx と書いて、

(D − a)y = 0

と書く。この記号を用いると、(2)及び (3)はそれぞれ次のように簡単に書
ける。

(a0D
n + a1D

n−1 + ... + an−1D + an)y = f(x)...(2)′

(a0D
n + a1D

n−1 + ... + an−1D + an)y = 0...(3)′

(3)′の形にすれば、(5)は見やすい。

この表現の使い易さを例で示す．

例題 2.y′′ − y′ − 2y = 0の独立な解を求めよ。
（解法）(D2 −D−2)y = (D−2)(D +1)y = (D +1)(D−2)yが成り立つ。
このことから、(D+1)y = 0及び (D−2)y = 0の解は何れも (D2−D−2)y =

0の解であるが、方程式 (D + 1)y = 0と (D− 2)y = 0はどちらも (4)の形を
しているので、それぞれの解は，e−x, e2xである．従って，(D2−D−2)y = 0
は 2つの独立な解 e−x, e2x を持つ．J
以下の計算では、次の関係式を良く使う。

(D − a)(eaxy) = eaxDy

この関係式を用いると上の例題１の場合も含めて次の例題が簡単に解ける。

例題 3.(D − a)ny = 0の独立な解を求めよ.
(解法）

(D − a)ny = (D − a)n(eaxe−axy) = (D − a)n−1(D − a)(eaxe−axy)

= (D − a)n−1eaxD(e−axy) = (D − a)n−2eaxD2(e−axy)
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= ... = eaxDn(e−axy)

だから、最初の方程式は

eaxDn(e−axy) = 0

に変る。従って、

Dn(e−axy) = 0

だから、上の式で n回積分すれば、

e−axy = (n − 1)次の多項式

となって、

y = xn−1eax, xn−2eax, ..., xeax, eax

の n個の独立な解を得る。J
（注意）例題 1は上の例題 3で n = 2の場合である。
上の例題 3から、微分方程式 (3)の一次独立な解は、その特性方程式の解

のようすによって次ぎのようにまとめることが出来る。

(i)実数 ρi がmi 重解の時には、

{xmi−1eρix, xmi−2eρix, ..., xeρix, eρix}
のmi 個が独立な解である.

更に,

(ii)複素数 ρj = αj ± iβj がmj 重解の時には、

{xmj−1eαjx cos βjx, xmj−2eαjx cos βjx, ..., xeαjx cos βjx, eαjx cos βjx},

{xmj−1eαjx sinβjx, xmj−2eαjx sin βjx, ..., xeαjx sinβjx, eαjx sinβjx}
の 2mj 個が独立な解である。これらは何れも独立であることに注意してお

こう。
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1.3 定数係数線形非斉次常微分方程式の特殊解の求め方

以下は方程式 (2)または (2)′ の特殊解（1つの解）を求める。右辺の関数
がそれぞれ以下のような具体的な形の時に解法を与える。

1.3.1 f(x) = ekx の場合

最初に一番簡単な場合を考える。

例題 4.

(D − a)y = ekx

の特殊解は

(i)k ̸= aの場合は y =
1

k − a
exk, (ii)k = aの場合は y = xexk

となる。

（解法）(i)(D− a)y = (D− a)(eaxe−axy) = eaxD(e−axy)だから、方程式

(D − a)y = ekx

は

eaxD(e−axy) = ekx

即ち、

D(e−axy) = e(k−a)x

となる。ここで両辺を積分すれば、k ̸= aだから

e−axy =
∫

e(k−a)xdx =
1

k − a
e(k−a)x

ここで、解を 1つ求めれば良いので、積分定数は省略してある。これからの
計算も同様である。

よって、

y =
1

k − a
ekx

を得る。J
(ii)上と同様にして方程式

(D − a)y = eax

は
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eaxD(e−axy) = eax

即ち、

D(e−axy) = 1

となる。ここで両辺を積分すれば、

e−axy =
∫

1dx = x

よって、

y = xekx

J
一般の場合については、次の例題を考えよう。

例題 5.微分方程式

(a0D
n + a1D

n−1 + ... + an−1D + an)y = ekx

の解は、

F (D) = a0D
n + a1D

n−1 + ... + an−1D + an

としたときに、

F (k) ̸= 0ならば、y =
1

F (k)
ekx

で与えられる。

(解法）作用素Dを普通の文字のように扱って

a0D
n + a1D

n−1 + ... + an−1D + an = a0(D − α1)(D − α2)...(D − αn)

のように因数分解する。但し、αi は実数または、複素数とする。この時に、

方程式

(a0D
n + a1D

n−1 + ... + an−1D + an)y = ekx

は

a0(D − α1)(D − α2)...(D − αn)y = ekx

となる。

ここで、例題 1の方法によって上の方程式は、α1 ̸= kだから、
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(D − α2)...(D − αn)y =
1

a0(k − α1)
ekx

になる。以下順にこれを繰り返すと、α1 ̸= k, α2 ̸= k, ...αn ̸= kだから

(D − αn)y =
1

a0(k − α1)(k − α2)...(k − αn−1)
ekx

従って、

y =
1

a0(k − α1)(k − α2)...(k − αn−1)(k − αn)
ekx =

1
F (k)

ekx

を得る。J
例題 6.微分方程式

(D − k)ny = ekx

の解は

y =
xn

n!
ekx

で与えられる。

（解法）方程式

(D − k)ny = ekx

を

(D − k)n−1(D − k)y = ekx

と書き直して例題４で用いた方法を使うと

(D − k)n−1ekxD(e−kxy) = ekx

となる。以下この方法を繰り返し用いて

(D − k)ekxDn−1(e−kxy) = ekx

最後に

ekxDn(e−kxy) = ekx

を得るが、両辺を ekx で割って

Dn(e−kxy) = 1

となり、両辺を n回積分して、
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e−kxy =
xn

n!
となり、

y =
xn

n!
ekx

が得られる。J

まとめ 3 微分方程式

(a0D
n + a1D

n−1 + ... + an−1D + an)y = ekx

の解は

F (D) = a0D
n + a1D

n−1 + ... + an−1D + an

として、

F (D) = (D − k)mG(D), G(k) ̸= 0

と因数分解したときに、

y =
xm

G(k)m!
ekx

の特殊解を持つ。但し、0! = 1とする。

例題 7.次の微分方程式の特殊解を求めよ。
(1)y′′ + y′ − 2y = e2x(2)y′′ − y′ − 2y = e2x(3)y′′ − 4y′ + 4y = e2x

（解法）(１)F (D) = D2 + D − 2, F (2) = 22 + 2 − 2 = 4 ̸= 0 だから、
y = 1

4e2x

(2)F (D) = D2 − D − 2 = (D − 2)(D + 1)だから、y = x
(2+1)e

2x = x
3 e2x

(3)F (D) = D2 − 4D + 4 = (D − 2)2 だから、y = x２

2! e2x = x２

2 e2x J
(注意）上のまとめからもわかるように、微分方程式

(a0D
n + a1D

n−1 + ... + an−1D + an)y = ekx

の解は

F (ρ) = a0ρ
n + a1ρ

n−1 + ... + an−1ρ + an

として、

F (k) ̸= 0

ならば、

y = Aekx

の形の解を持ち、

F (ρ) = (ρ − k)mG(ρ), G(k) ̸= 0

と因数分解したときには、

y = Axmekx
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の形の解を持つので、それぞれ y = Aekxまたは、y = Axmekxと置いて、方

程式に代入して係数 Aを決めることも出来る。

上の例題をその方法でやって見よう。

（別の解法）（１）F (2) = 22 + 2 − 2 = 4 ̸= 0だから、y = Ae2x の形の

解を持つので y = Ae2x から、y′ = 2Ae2x, y′′ = 4Ae2x となるので、これら

をもとの方程式に代入して、4Aekx = e2x.よって、A = 1
4

(2)F (ρ) = ρ2 − ρ− 2 = (ρ− 2)(ρ + 1)だから、y = Axe2xの形の解を持つ

ので y = Axe2x から、y′ = Ae2x + 2Axe2x, y′′ = 4Ae2x + 4Axe2x となるの

で、これらをもとの方程式に代入して、4Ae2x + 4Axe2x −（Ae2x + 2Axe2x

）− 2Axe2x = e2x, 3Ae2x = e2x.よって、A = 1
3

(3)F (ρ) = ρ2 − 4ρ+4 = (ρ− 2)2だから、y = Ax2e2xの形の解を持つので

y = Ax2e2xから、y′ = 2Axe2x + 2Ax2e2x, y′′ = 2Ae2x + 8Axe2x + 4Ax2e2x

となるので、これらをもとの方程式に代入して、2Ae2x +8Axe2x +4Ax2e2x−
4(2Axe2x + 2Ax2e2x) + 4Ax2e2x = e2x.2Ae2x = e2x.よって、A = 1

2 J

1.3.2 f(x) = sin ωx(または sin ωx)の場合

オイラーの公式

eiθ = cos θ + i sin θ

に注意して、方程式

(a0D
n + a1D

n−1 + ... + an−1D + an)y = cos ωx(または sinωx)...(1)

が与えられた時には、方程式

(a0D
n + a1D

n−1 + ... + an−1D + an)Y = eiωx...(2)

を考える。この方程式の解 Y の実部と虚部をそれぞれ y1, y2と置き、右辺を

オイラーの公式で書き直すと、

(a0D
n + a1D

n−1 + ... + an−1D + an)(y1 + iy2) = cosωx + i sinωx...(3)

となる。両辺の実部と虚部をそれぞれ比較すれば、y1, y2はそれぞれ次の 2つ
の方程式の解になっていることがわかる。

(a0D
n + a1D

n−1 + ... + an−1D + an)y1 = cos ωx...(4)

(a0D
n + a1D

n−1 + ... + an−1D + an)y2 = sin ωx....(5)
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以下で方程式 (2)の解法を考える。しかし、この方程式の特殊解の求め方は、
前節でやった

(a0D
n + a1D

n−1 + ... + an−1D + an)y = ekx; kは実数

の場合の結果がそのまま適用出来る。即ち、

まとめ 4 微分方程式

(a0D
n + a1D

n−1 + ... + an−1D + an)Y = eiωx

の解は

F (D) = a0D
n + a1D

n−1 + ... + an−1D + an

として

F (D) = (D − iω)mG(D), G(iω) ̸= 0

と因数分解したときに、

Y =
xm

G(iω)m!
eiωx

の特殊解を持つ。以下、(4), (5)の解を求めるには、Y = xm

G(iω)m!e
iωxでオイ

ラーの公式

eiωx = cos ωx + i sinωx

を用い、
xm

G(iω)m!
(cos ωx + i sin ωx)

全体の実部と虚部を計算することになる。

以下に具体的な例題で方法を示そう。

例題 8.次の方程式の特殊解を求めよ。
１．y′′ − 3y′ + 2y = cosx(又は sinx)
２．y′′ + 4 = cos 2x（又は sin 2x）

(解法）１．F (D) = D2−3D+2と置いて、F (i) = i2−3i+2 = 1−3i ̸= 0
だから、方程式

y′′ − 3y′ + 2y = eix の解は、Y = 1
1−3ie

ix = ( 1
10 + 3

10 i)(cosx + i sinx) =

1
10 cos x − 3

10 sinx + i( 1
10 sinx + 3

10 cos x)である。従って、

y1 =
1
10

cos x − 3
10

sinx,

y2 =
1
10

sin x +
3
10

cos x

がそれぞれ
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y′′ − 3y′ + 2y = cos x,

y′′ − 3y′ + 2y = sin x

の解である。J
２．F (D) = D2 + 4と置いて、F (2i) = 0だから、F (D) = D2 + 4 =（

D+2i)(D−2i)と因数分解して、方程式 y′′+4y = ei2xの解は、Y = x
4ie

i2x =

−1
4 ix(cos 2x + i sin 2x) = 1

4x sin 2x − 1
4 ix cos 2xである。従って、

y1 =
1
4
x sin 2x,

y2 = −1
4
x cos 2x

がそれぞれ

y′′ + 4 = cos 2x,

y′′ + 4 = sin 2x

の解である。J
（注意）この例のように、純虚数 iωが F (D) = 0の解であるとは、F (D)

がD2 + ω2 の因子を持つことであり、一般には

F (D) = (D2 + ω2)kG(D)

G(iω) ̸= 0と因数分解出来ることである。
(注意）上のまとめからもわかるように、微分方程式

(a0D
n + a1D

n−1 + ... + an−1D + an)y = cosωx(または sin ωx)

の解は

F (ρ) = a0ρ
n + a1ρ

n−1 + ... + an−1ρ + an

として、

F (iω) ̸= 0

ならば、

y = A cos ωx + B sinωx

の形の解を持ち、

F (ρ) = (ρ − iω)mG(ρ), G(iω) ̸= 0
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と因数分解したときには、

y = xm(A cos ωx + B sinωx)

の形の解を持つので、それぞれy = A cos ωx+B sinωxまたは、y = xm(A cos ωx+
B sinωx)と置いて、方程式に代入して係数 A,B を決めることも出来る。

上の例題をこの方法でやって見よう。

（別の解法）１．F (D) = D2−3D+2と置いて、F (i) = i2−3i+2 = 1−3i ̸=
0だから、y = A cos x+B sin xの形の解を持つ、y′ = −A sinx+B cos x, y′′ =
−A cos x − B sinxこれらをもとの方程式に代入して、−A cos x − B sinx −
3(−A sinx + B cos x) + 2(A cos x + B sin x) = cos x(又は sinx).
よって、

(A − 3B) cos x + (B + 3A) sinx = cosx(又は sinx),

故に、、連立方程式{
A − 3B = 1
B + 3A = 0

,又は

{
A − 3B = 0
B + 3A = 1

を解けば、それぞれ

A =
1
10

, B = − 3
10

,又は B =
1
10

, A =
3
10

となる。だから、求める解はそれぞれ

y =
1
10

cos x − 3
10

sin x,又は y =
1
10

cos x +
3
10

sinx

を得る。J
２．F (ρ) = ρ2+4 =（ρ+2i)(ρ−2i)、だから y = Ax cos 2x+Bx sin 2xの形

の解を持つ、

{
y′ = −2Ax sin 2x + A cos 2x + 2Bx cos 2x + B sin 2x

y′′ = −4A sin 2x − 4Ax cos 2x + 4B cos 2x − 4Bx sin 2x
を

もとの方程式に代入して、

−4A sin 2x−4Ax cos 2x+4B cos 2x−4Bx sinx+4(Ax cos 2x+Bx sin 2x) = cos 2x(又は sin 2x),

よって

−4A sin 2x + 4B cos 2x = cos 2x(又は sin 2x),

だから、連立方程式 {
A = 0
4B = 1

,又は

{
−4A = 1
4B = 0

を解けば、それぞれ

A = 0, B =
1
4
,又は B = 0, A = −1

4
となる。だから、求める解はそれぞれ

y =
1
4
x sin 2x,又は y = −1

4
x cos 2x

を得る。J
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1.3.3 f(x) = ekx cos ωx(または ekx sinωx)の場合

この場合も前の 2つの場合と同様に出来る。
詳しく書けば、

(a0D
n + a1D

n−1 + ... + an−1D + an)y = ekx cos ωx(または ekx sinωx)

の特殊解を求めるには、

(a0D
n + a1D

n−1 + ... + an−1D + an)Y = e(k+iω)x

の解 Y を求めて、Y = y1 + iy2としたときに、y1, y2はそれぞれ次の方程式

の特殊解になっている。

(a0D
n + a1D

n−1 + ... + an−1D + an)y1 = ekx cos ωx

(a0D
n + a1D

n−1 + ... + an−1D + an)y2 = ekx sin ωx

従って、前節と同様な結果が得られる。

まとめ 5 微分方程式

(a0D
n + a1D

n−1 + ... + an−1D + an)Y = e(k+iω)x

の解は

F (D) = a0D
n + a1D

n−1 + ... + an−1D + an

として

F (D) = (D − (k + iω))mG(D), G(k + iω) ̸= 0

と因数分解したときに、

Y =
xm

G(k + iω)m!
e(k+iω)x

の特殊解を持つ。以下、y1, y2を求めるには xm

G(k+iω)m!e
(k+iω)xに再びオイラー

の公式

eiωx = cos ωx + i sinωx

用い、として xm

G(k+iω)m!e
kx(cos ωx+ i sinωx)全体の実部と虚部を計算するこ

とになる。

具体的な例題で実際の計算を示す。

例題 9.y′′ − 3y′ + 2y = e3x cos 2x(又は sin 2x)の特殊解を求めよ。
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（解法）F (D) = D2−3D+2と置いて、F (3+2i) = (3+2i)2−3(3+2i)+2 =
−2 + 6i ̸= 0だから、方程式 y′′ − 3Y ′ + 2Y = e(3+2i)x の解は、

Y =
1

−2 + 6i
e(3+2i)x

であるが、これを計算すると、Y = (− 1
20 − 3

20 i)e3x(cos 2x + i sin 2x) =
− 1

20e3x cos 2x + 3
20e3x sin 2x + i

(− 3
20e3x cos 2x − 1

20e3x sin 2x
)
となるので、

y1 = − 1
20

e3x cos 2x +
3
20

e3x sin 2x = − 1
20

e3x (cos 2x − 3 sin 2x)

または

y2 = − 3
20

e3x cos 2x − 1
20

e3x sin 2x = − 1
20

e3x (3 cos 2x + sin 2x)

が求める解である。J
(注意）上のまとめからもわかるように、微分方程式

(a0D
n + a1D

n−1 + ... + an−1D + an)y = ekx cos ωx(ekx sin ωx)

の解は

F (ρ) = a0ρ
n + a1ρ

n−1 + ... + an−1ρ + an

として、

F (k + iω) ̸= 0

ならば、

y = ekx(A cos ωx + B sinωx)

の形の解を持ち、

F (ρ) = (ρ − (k + iω))mG(ρ), G(k + iω) ̸= 0

と因数分解できる時は、

y = xmekx(A cos ωx + B sinωx)

の形の解を持つので、それぞれ y = ekx(A cos ωx + B sin ωx)または、y =
xmekx(A cos ωx + B sinωx)と置いて、方程式に代入して係数A,Bを決める

ことも出来る。

上の例題をこの方法でやって見よう。

（別の解法）F (D) = D2 −3D +2と置いて、F (3+2i) = (3+2i)2 −3(3+
2i) + 2 = −2 + 6i ̸= 0だから、方程式は

y = e3x(A cos 2x + B sin 2x)
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形の解を持つ。

y = e3x(A cos 2x+B sin 2x)から、

{
y′ = 3e3xA cos 2x + 3e3xB sin 2x − 2e3xA sin 2x + 2e3xB cos 2x

y′′ = 5e3xA cos 2x + 5e3xB sin 2x − 12e3xA sin 2x + 12e3xB cos 2x

となり、これらをもとの方程式に代入して、

5e3xA cos 2x + 5e3xB sin 2x − 12e3xA sin 2x + 12e3xB cos 2x

−3(3e3xA cos 2x+3e3xB sin 2x−2e3xA sin 2x+2e3xB cos 2x)+2e3x(A cos 2x+
B sin 2x) = e3x cos 2x(又は sin 2x).
従って,

−2e3x(A − 3B) cos 2x − 2e3x(B + 3A) sin 2x = e3x cos 2x(又は sin 2x),

よって連立方程式{
A − 3B = −1

2

B + 3A = 0
,又は

{
A − 3B = 0

B + 3A = − 1
2

を解けば、それぞれ

A = − 1
20

, B =
3
20

,又は B = − 1
20

, A = − 3
20

となる。だから、求める解はそれぞれ

y = e3x(− 1
20

cos 2x +
3
20

sin 2x),又は y = e3x(− 3
20

cos 2x + − 1
20

sin 2x)

を得る。J

1.3.4 f(x) =多項式の場合

右辺 f(x)が多項式の場合は山辺の方法といわれるわり算で解を求めること
が出来る。例題でその方法を紹介する。

例題 10.１．y′′ − y′ − 2y = −48x2 − 76x + 44
２．y′′ − y′ = 48x2 − 76x + 44の特殊解を求めよ。
(解法）方程式を (D2 − D − 2)y = −48x2 − 76x + 44と書いて、形式的に

y = (D2 − D − 2)−1(−48x2 − 76x + 44)と置き、

(−48x2 − 76x + 44) ÷ (−2 − D + D2)

のわり算を実行すると、

(−48x2 − 76x + 44) ÷ (−2 − D + D2) = 24x2 + 14x − 5

となる。J
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２．方程式 (D2 − D)y = −48x2 − 76x + 44を

(D − 1)Dy = −48x2 − 76x + 44

と書いて、

Dy = Y

と置くと、Y は

(D − 1)Y = −48x2 − 76x + 44

の解だから１．と同じようにわり算をして、

Y = (D − 1)−1(−48x2 − 76x + 44)

= (−48x2 − 76x + 44) ÷ (−1 + D) = 48x2 + 172x + 128

だから、

Dy = 48x2 + 172x + 128

積分して、

y = 16x3 + 86x2 + 128x

J
(注意）上の例から推測されるように、微分方程式

(a0D
n + a1D

n−1 + ... + an−1D + an)y = (xの n次の多項式)

の解は、

F (ρ) = a0ρ
n + a1ρ

n−1 + ... + an−1ρ + an

と置いた時に、{
(i)F (0) ̸= 0の場合は、y = xの n次の多項式

(ii)F (0) = 0, F (D) = DmG(D), G(0) ̸= 0(0がm重解)の場合は、y = xの (n + m)次の多項式

の形の解をそれぞれ持つ。このことを用いて係数を決める方法がある。

例題 11.y′′ − y′ − 2y = x2 + x + 1
(解法）求める解を y = Ax2 + Bx + C とおいて、y′ = 2Ax + B, y′′ = 2A

を代入すると、

2A − (2Ax + B) − 2(Ax2 + Bx + C) = x2 + x + 1,
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つまり

−2Ax2 − (2A + 2B)x + (2A − B − 2C) = x2 + x + 1,

両辺の係数を比較して、 
−2A = 1

−2A − 2B = 1
2A − B − 2C = 1

この方程式を解くと、A = − 1
2 , B = 0, C = −1を得る。従って、求める解は

y = −1
2
x2 − 1

である。J

1.3.5 f(x) = ekx × (xの多項式 )

最初に簡単な例で解法を示そう。

例題 1２．方程式
(D − a)y = xekx

の解は、(i)k ̸= aのとき、

y =
1

k − a
(xekx − 1

k − a
ekx)

(ii)k = aのとき、

y =
1
2
x2eax

（解法）(D − a)(eaxe−axy) = eaxD(e−axy)から、

eaxD(e−axy) = xekx

よって、方程式は

D(e−axy) = xe(k−a)x

となる。

(i)k ̸= aのとき、両辺を積分して

e−axy =
∫

xe(k−a)xdx =
1

k − a
{xe(k−a)x −

∫
e(k−a)xdx}

=
1

k − a
(xe(k−a)x − 1

k − a
e(k−a)x)...(∗)
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から、

y =
1

k − a
(xekx − 1

k − a
ekx)

を得る。

(ii)k = aのとき、(∗)式は、

e−axy =
∫

xdx =
1
2
x2...(∗∗)

よって、

y =
1
2
x2eax

を得る。J
（注意）１．方程式

(D − a)y = xnekx

の場合には、上の計算で、式 (∗), (∗∗)は、それぞれ

e−axy =
∫

xne(k−a)xdx...(∗)′

e−axy =
∫

xndx =
xn+1

n + 1
...(∗∗)′

となる。(∗)′ で、∫
xne(k−a)xdxを計算するには、

In =
∫

xne(k−a)xdx

と置き、部分積分の計算によって、nに関する漸化式

In =
∫

xne(k−a)xdx

=
xn

k − a
e(k−a)x − n

k − a

∫
xn−1e(k−a)xdx

=
xn

k − a
e(k−a)x − n

k − a
In−1

を得る。この漸化式から、Inを求めて (∗)′ に代入すれば、k ̸= aの場合の特

殊解が得られる。また、k = aのときには、(∗∗)′ から、特殊解 y = xn+1

n+1 eax

が得られる。J
２．（１）方程式

(D − a)2y = xekx(k ̸= a)

の解を求めるには、(D − a)2y = xekx を

(D − a)(D − a)y = xekx
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と変形して、

(D − a)y = Y

と置けば、Y は、方程式

(D − a)Y = xekx(k ̸= a)

を満たす。この方程式の解 Y は、上の主張により、

Y =
1

k − a
(xekx − 1

k − a
ekx)

と与えられる。よって、未知関数 yは、方程式

(D − a)y =
1

k − a
(xekx − 1

k − a
ekx)

の解である。この方程式を解くには、２つの方程式

{
(D − a)y = 1

k−axekx...(1)
(D − a)y = 1

(k−a)2 ekx...(2)
に分けて考える。方程式 (1)の解y1は、例題１２．(ii)によりy1 = 1

k−a{ 1
k−a (xekx−

1
k−aekx)} = 1

(k−a)2 xekx − 1
(k−a)3 ekx であり、また、方程式 (2) の解 y2 は、

例題４．(i) により y2 = 1
(k−a)3 ekx である。以上によって、求める解 y は、

y = y1 − y2 = 1
(k−a)2 xekx − 1

(k−a)3 ekx − 1
(k−a)3 ekx = 1

(k−a)2 xekx − 2
(k−a)3 ekx

となる。

（２）方程式

(D − a)2y = xeax

の解を求めるには、（１）と同様に、

(D − a)y = Y

と置けば、Y は、方程式

(D − a)Y = xeax

を満たす。この方程式の解は、例題１２．(ii)によって Y = 1
2x2eaxである。

従って、未知関数 yは、方程式

(D − a)y =
1
2
x2eax

の解である。この方程式の解は、上の注意１によって、

y =
1
2

1
2 + 1

x2+1eax =
1
6
x3eax

である。J
例題１３．y′′ − 4y = xe2x の特殊解を求めよ。

(解法）(D2 − 4)y = (D + 2)(D−2)yと因数分解すると、
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(D + 2)(D − 2)y = xe2x

の解は例題１２．(i)により先ず

(D − 2)y =
1
4
(xe2x − 1

4
e2x)

となる。次に右辺を 2つにわけて、最初に

(D − 2)y1 =
1
4
xe2x

の解は例題１２．(ii)により

y1 =
1

2 · 4x2e2x

となり、また第２項については

(D − 2)y2 =
1
16

e2x

の解を求めれば良いが、これは例題４ (ii)によって、

y2 =
1
16

xe2x

となる。

よって、

y = y1 − y2 =
1
8
x2e2x − 1

16
xe2x

が求める解である。J
（注意）一般に右辺が ekx × (xの n次の多項式）となっている場合は、上

の主張及びその後の注意にある計算を繰り返し行えば良い。このことから、

次のような方法もある。

(a0D
n + a1D

n−1 + ... + an−1D + an)y = ekx × (xの n次の多項式)

の解は、

F (ρ) = a0ρ
n + a1ρ

n−1 + ... + an−1ρ + an

と置いた時に、

(i)F (k) ̸= 0

の場合は、

y = ekx × (xの n次の多項式),

(ii)F (ρ) = (ρ − k)mG(ρ), (G(k) ̸= 0, kがm重解)
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の場合は、

y = ekx × (xの (n + m)次の多項式)

の形の解をそれぞれ持つ。このことを用いて係数を決める方法がある。

（注意）更に、右辺が cos ωx(または、sinωx)× (xの n次の多項式 )の場
合にも、オイラーの公式と上の手法を用いれば同様の結果が得られる。

1.4 取り上げなかった分野の代表的な問題

1.4.1 非線形の問題

例題１.次の微分方程式について問に答えよ。 dy
dx=y+xy2

（１）z = 1
y とおいて、zの満たす微分方程式を書け。

（２）もとの方程式の解を求めよ。

(解）(１)z = 1
y から y = 1

z なので、
dy
dx = dy

dz
dz
dx = − 1

z2
dz
dx よって、も

との方程式に代入して、− 1
z2

dz
dx = 1

z + x 1
z2 これから、 dz

dx = −(z + x)従っ
て、z の満たす方程式は、 dz

dx + z = −xこれは線形の一階方程式だから、公

式によって、z = e−
R

1dx{∫ e
R

1dx(−x)dx + C} = e−x{− ∫
exxdx + C} =

−e−x(xex − ∫
exdx + C) = −e−x(xex − ex + C) = −x + 1 + Ce−x J

(２)(１)の結果によって、y = 1
z = １

−x+1+Ce−x を得る。J

1.4.2 変数係数の問題

例題１.微分方程式x2 d2y
dx2 + px dy

dx + qy = R(x)について問に答えよ。
（１）x = et と独立変数の変換を行った時に、y(t) の満たす方程式を求

めよ。

（２）方程式x2 d2y
dx2 − 3x dy

dx + 4y = x2 を解け。

(解）(1)合成関数の微分の法則から、dy
dx = dy

dt
dt
dx = dy

dt
1

dx
dt

= dy
dt

1
et = dy

dt e−t,

となる。更に、xで微分して d2y
dx2 = d

dx ( dy
dx ) = d

dt (
dy
dx ) dt

dx = d
dt (

dy
dt e−t)e−t =

(d2y
dt2 e−t − dy

dt e−t)e−t = (d2y
dt2 − dy

dt )e−2t となる。上の２式を最初の方程式

に代入して、e2t(d2y
dt2 − dy

dt )e−2t + pet dy
dt e−t + qy = R(et), 簡単にすると、

(d2y
dt2 − dy

dt ) + pdy
dt + qy = R(et),即ち、d2y

dt2 + (p− 1)dy
dt + qy = R(et),を得る。

J
(２)(1)の結果により、x = etと独立変数の変換を行うと、d2y

dt2 +(−3−1)dy
dt +

4y = e2t.つまり、d2y
dt2 −4dy

dt +4y = e2tとなるが、この方程式は前節の結果によ

り、次の特殊解をもつ。y = t2

2! e
2t = t2

2 e2t.また、d2y
dt2 −4dy

dt +4y = 0は、e2t, te2t

の独立な解を持っている。従って、一般解は、y = t2

2 e2t + C1e
2t + C2te

2t.最

後に変数を xに戻して、y = x2

2 (log x)2 + C1x
2 + C2x

2 log xが解である。J
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例題２．微分方程式4x d2y
dx2 + 2 dy

dx + y = 0について問に答えよ。
（１）x = t2 と独立変数の変換を行った時に、y(t) の満たす方程式を求

めよ。

（２）もとの方程式を解け。

（解）(1)合成関数の微分の法則から、dy
dx = dy

dt
dt
dx = dy

dt
1

dx
dt

= dy
dt

1
2t となる。

更に、xで微分して、 d2y
dx2 = d

dx ( dy
dx ) = d

dt (
dy
dx ) dt

dx = d
dt (

dy
dt

1
2t )

1
2t = ( 1

2t
d2y
dt2 −

1
2t2

dy
dt ) 1

2t = ( 1
4t2

d2y
dt2 − 1

4t3
dy
dt )となる。上の２式を最初の方程式に代入して、

4t2( 1
4t2

d2y
dt2 − 1

4t3
dy
dt )+2 1

2t
dy
dt +y = 0.簡単にすると、d2y

dt2 − 1
t

dy
dt + 1

t
dy
dt +y = 0.

即ち、d2y
dt2 + y = 0を得る。

(２)上の方程式は前節の結果によって、y = C1 cos t + C2 sin t最後に変数

を xに戻して、y = C1 cos
√

x + C2 sin
√

xが解である。J
例題３．微分方程式x2y′′ + xy′ + y = x...(a)を変数変換x = et を用いて

解け。

（解）変数変換 x = etにより、y′ = dy
dx = dy

dt
dt
dx = ẏ 1

et = ẏ 1
x (ẏ = dy

dt ), y′′ =
d
dx

(
ẏ 1

x

)
= d

dx ẏ· 1
x +ẏ( 1

x )′ = d
dt ẏ· 1

x2 +ẏ(− 1
x2 ) = 1

x2 (ÿ−ẏ)(ÿ = d2y
dt2 )だから、こ

れらを方程式 (a)に代入して、x2 1
x2 (ÿ−ẏ)+xẏ 1

x+y = etÿ+y = et...(b)を得る。
方程式 (b)は、次のようにすれば解ける。特性方程式は ρ2+1 = 0だから、特性
解は ρ = ±i.従って、ÿ +y = 0...(c)の一般解は y1 = C1 cos t+C2 sin t。次ぎ

に、方程式 (b)の特殊解は、y = Aetとおいて、2Aet = etから、A = 1
2となり、

y2 = 1
2etが得られる。従って、方程式 (b)の一般解はy = C1 cos t+C2 sin t+1

2et

となる。故に、方程式 (a)の一般解は y = C1 cos log x + C2 sin log x + 1
2xと

なる。

（注意）方程式 (a) の解を y = xk の形で予測して代入すると、k の満

たす二次方程式が k2 + 1 = 0となり y = xi が得られるが、xi = ei log x =
cos log x+i sin log xと解釈することにより一般解y = C1 cos log x+C2 sin log x

が得られる。

例題４．微分方程式y′′ − (x2 − 1)y = 0...(∗)を以下の順序で解け。
（１）(∗)の解y(x)に対してz(x) = y′(x) + xy(x)と置いて、関数z(x)の

満たす方程式を求め、その一般解を求めよ。

（２）（１）の結果をy′(x) + xy(x) = z(x)に代入してy(x)に関する微分方
程式の一般解を求めよ。

（３）初期条件y(0) = 1, y′(0) = 0を満たす(∗)の解を求めよ。
（解）（１）z = y′ + xy を微分して、z′ = y′′ + xy′ + y である、よっ

て、z′ − xz = y′′ + xy′ + y − x(y′ + xy) = y′′ − (x2 − 1)y = 0 だから、
求める方程式は、z′ − xz = 0 である。この方程式は、変数分離形であり、
dz
dx − xz = 0. dz

dx = xz, dz
z = xdx,

∫
dz
z =

∫
xdx. log z = x2

2 + cz = Ce
x2
2 のよ

うに解ける。

（２）（１）の結果を y′(x)+xy(x) = z(x)に代入すると、y′(x)+xy(x) =
Ce

x2
2 となる。これは、一階の線形方程式だから、y = e−

R
xdx{∫ Ce

x2
2 e

R
xdxdx+
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D} = e−
x2
2 {C ∫

e
x2
2 e

x2
2 dx + D} = Ce−

x2
2

∫
ex2

dx + De−
x2
2 と解ける。

（３）初期条件 y(0) = 1より、D = 1また、y′ = C(−xe−
x2
2

∫
ex2

dx +
e−

x2
2 ex2

) − xDe−
x2
2 だから、初期条件 y′(0) = 0より、C = 0.従って、y =

e−
x2
2 を得る。J

1.4.3 積分方程式

例題１.方程式y(x) = x +
∫ x

0
(t − y(t))dtについて問いに答えよ。

（１）関数y(x)は微分可能であることを示せ。
（２）方程式の解を求めよ。

(解）(1)連続な関数 f(x)に対して F (x) =
∫ x

a
f(t)dtは微分可能であって、

dF
dx = f(x)となること（積分の基本定理）が、次のようにしてわかる。
まず定義によって、F (x+h)−F (x) =

∫ x+h

a
f(t)dt−∫ x

a
f(t)dt =

∫ x+h

x
f(t)dt

となる。今、M(x, h) = maxx−|h|≤s≤x+|h| |f(s)−f(x)|と置けば、F (x+h)−F (x)
h −

f(x) = 1
h

∫ x+h

x
f(t)dt−f(x) = 1

h

∫ x+h

x
(f(t)−f(x))dtだから、

∣∣∣F (x+h)−F (x)
h − f(x)

∣∣∣ ≤
1
hhM(x, h) = M(x, h) となるが、limh→0 M(x, h) = 0 は明らかだから、
limh→0

F (x+h)−F (x)
h = f(x)がいえる。J

（２）(1)の結果を使って与えられた式の両辺を微分すると、dy
dx = 1+x−y

が得られる。つまり、 dy
dx + y = x + 1を解けば良い。

先ず、方程式を斉次にして dy
dx +y = 0の解は、y = e−xであり、最初の方程

式の解を未定係数法で求める。即ち、y = u(x)e−xとおき、関数u(x)を求める。
y′ = u′(x)e−x−u(x)e−xこれらを代入して、u′(x)e−x−u(x)e−x +u(x)e−x =
x + 1となり、u′(x)e−x = x + 1つまり、u′(x) = (x + 1)exを満たせばよい。

部分積分を用いて積分すると、u(x) =
∫

(x + 1)exdx = (x + 1)ex − ∫
exdx =

(x+1)ex−ex = xexが得られる。従って、y = u(x)e−xから、y = xexe−x = x

が特殊解である。よって、一般解は、y = Ce−x + x J
（注意）上の例題では、F (x) =

∫ x

a
f(t)dtは微分可能であって、dF

dx = f(x)
であることを示した。一般には、F (x) =

∫ h(x)

k(x)
f(x, y)dy は微分可能であっ

て、dF
dx = f(h(x))h′(x) − f(k(x))k′(x) +

∫ h(x)

k(x)
fx(x, y)dyが成立する。

例題２．次の方程式の解を求めよ。x(t) + a
∫ t

0
x(s)ds = f(t) + b

∫ t

0
f(s)ds.

ここで、f(t) =

{
1, t ≥ 0
0, t < 0

、但し、limt→+0 x(t) = 1, limt→−0 x(t) = 0.

(解）(i)t > 0のとき右辺が、f(t) + b
∫ t

0
f(s)ds = 1 + b

∫ t

0
1ds = 1 + btと

なることに注意しておこう。

今、X(t) =
∫ t

0
x(s)ds とおけば、前の例題から、dX

dt = x(t). よって最初
の積分方程式は、dX

dt + aX = 1 + btとなる。この方程式の解は公式によっ

て、X(t) = e−a
R

1ds(
∫

(bs + 1)ea
R

1dsds + C) = e−at(
∫

(bs + 1)easds + C) =
e−at( 1

aeat(bt + 1) − b
a

∫
easds + C)
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= e−at( 1
aeat(bt + 1) − b

a2 eat + C) = 1
a (bt + 1) − b

a2 + Ce−at. だから、

x(t) = dX
dt によって、x(t) = 1

ab − aCe−at ここで初期条件 limt→+0 x(t) = 1
によって、1

ab−aC = 1.従って、C = 1
a ( 1

ab−1).故に、x(t) = 1
ab−( 1

ab−1)e−at.

(ii)t < 0のとき右辺が、f(t) + b
∫ t

0
f(s)ds = 0となることに注意しておこ

う。よって最初の積分方程式は、dX
dt + aX = 0となる。この方程式の解は公

式によって、X(t) = Ce−atだから、x(t) = dX
dt によって、x(t) = −Ce−atこ

こで初期条件 limt→−0 x(t) = 0によって、C = 0.従って、x(t) = 0 J

1.4.4 連立微分方程式

例題１．以下に答えよ。

（１）微分方程式z′′ + m2z = 0の一般解を求めよ。但し、m > 0とする。

（２）連立微分方程式

{
x′′ + 2x − y = 0
y′′ − x + 2y = 0

...(∗) の解を以下のようにして

求める。最初に未知関数

(
x

y

)
に変数変換

{
x = X + Y

y = aX + bY
を行って、X

に関する方程式には、Y を含まないように、また、Y に関する方程式には、

X を含まないようにするには、定数a, bをどのようにきめれば良いか。但し、

a ̸= bとする。

（３）X,Y の一般解を用いて、初期条件x(0) = 2, x′(0) = 0, y(0) = 0, y′(0) =
0を満たす解を求めよ。
（解）（１）特性方程式 ρ2 + k2 = 0を解くと、特性解は ρ = ±ki、だから、

一般解は、C1 cos kt + C2 sin ktである。

（２）変数変換

{
x = X + Y

y = aX + bY
を行列を使ってかくと、

(
x

y

)
=

(
1 1
a b

)(
X

Y

)

であり、方程式 (∗)は、 d2

dt2

(
x

y

)
=

(
−2 1
1 −2

)(
x

y

)
...(∗∗)であるが、

変数変換した

(
X

Y

)
の方程式に直すと、

(
1 1
a b

)
d2

dt2

(
X

Y

)
=

(
−2 1
1 −2

)(
1 1
a b

)(
X

Y

)

であり、両辺に行列

(
1 1
a b

)
の逆行列 1

b−a

(
b −1
−a 1

)
を掛けると、d2

dt2

(
X

Y

)
=

1
b−a

(
b −1
−a 1

)(
−2 1
1 −2

)(
1 1
a b

)(
X

Y

)
= 1

b−a

(
−2b − 1 + (b + 2) a −2b − 1 + (b + 2) b

2a + 1 + (−a − 2) a 2a + 1 + (−a − 2) b

)
(

X

Y

)
となる。従って、

{
−2b − 1 + (b + 2) b = 0
2a + 1 + (−a − 2) a = 0

が成り立てばよい。よっ

て、a ̸= bから、a = ±1, b = ∓1ととれば良い。
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（３）（２）より a = −1, b = 1 として

(
X

Y

)
の満たす方程式は、

d2

dt2

(
X

Y

)
=

(
−3 0
0 −1

)(
X

Y

)
だから、

{
X ′′ + 3X = 0
Y ′′ + Y = 0

...(∗ ∗ ∗)

（１）の結果からこれらの方程式の一般解は、

{
X = C1 cos

√
3t + C2 sin

√
3t

Y = D1 cos t + D2 sin t

初期条件は、

(
X

Y

)
= 1

2

(
1 −1
−1 1

)(
x

y

)
=

(
1
2 (x − y)

1
2 (−x + y)

)
から、(

X

Y

)
|t=0

=

(
1
−1

)
,

(
X ′

Y ′

)
|t=0

=

(
0
0

)
よって、C1 = 1, D1 =

−1, C2 = D2 = 0.だから、

{
X = cos

√
3t

Y = cos t
故に、

(
x

y

)
=

(
1 1
−1 1

)(
cos

√
3t

cos t

)

から、

{
x = cos

√
3t + cot t

y = − cos
√

3t + cot t
J

（注意）上の計算は、行列

(
−2 1
1 −2

)
を正則行列

(
1 1
−1 1

)
で対角化

したことであり、−3、− 1は行列

(
−2 1
1 −2

)
の固有値である。また、ベク

トル

(
1
−1

)
、

(
1
1

)
は、固有値−3、− 1に随伴する固有ベクトルである。

例題２．連立微分方程式の初期値問題


{

u′ = au + v

v′ = av + e−bt
...(∗)a, b, c > 0

(u(0), v(0)) = (c, 0)
を考える。以下の問に答えよ。

（１）w(t) = u(t) − tv(t)が満たす微分方程式を導け。
（２）w(t)を求めよ。
（３）十分に大きな数Mをとると、0 ≤ t < ∞において、不等式|w(t)| ≤ M

が成立するように定数cを定めよ。

（４）（３）のようにcを定めたときに、関数w(t)の0 ≤ t < ∞における最
大値を求めよ。

（解）（１）w = u− tvから、w′ = u′ − v − tv′ここで、関係式 (∗)を代入
すると、w′ = au + v − v − t(av + e−bt) = a(u − tv) − te−bt = aw − te−bt

従って、wの満たす方程式は、w′ − aw = −te−bt...(∗∗)である。
（２）(∗∗)は、一階の線形方程式だから公式を用いれば、解は以下のよう
に解ける。w = e

R
adt{∫ −te−bte−

R
adtdt+C} = eat{∫ −te−bte−atdt+C} =

eat{ 1
(b+a)2

(
(b + a) te−(b+a)t + e−(b+a)t

)
+ C}

= 1
(b+a)2

(
(b + a) te−bt + e−bt

)
+ Ceat. ここで、初期条件 (u(0), v(0)) =

(c, 0)から、c = 1
(b+a)2

+Cよって、C = c− 1
(b+a)2

だから、w = 1
(b+a)2

(
(b + a) te−bt + e−bt

)
+
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(c − 1
(b+a)2

)eat

（３）上で得られた関数 wが、区間 0 ≤ t < ∞で有界になる為には、eat

の係数が０であれば良い。従って、c − 1
(b+a)2

= 0だから、c = 1
(b+a)2

（４）（３）の条件を満たす関数 w = 1
(b+a)2

(
(b + a) te−bt + e−bt

)
の区

間 0 ≤ t < ∞における極値を求める。最初に、微分して w′ = 0となる点
を求めると、w′ = 1

(b+a)2
((b + a) e−bt − b (b + a) te−bt − be−bt) = 0 から、

t = a
b(b+a) を得る。この点で、関数wが極大値を取り、それは区間 0 ≤ t < ∞

での最大値であることは、増減表から容易にわかる。その時の w の値は、

w = 1
(b+a)2

(
(b + a) a

b(b+a)e
−b a

b(b+a) + e−b a
b(b+a)

)
= 1

b(b+a)2
(a + b)e−

a
(b+a) で

ある。

1.4.5 非線形連立微分方程式（線形化、平衡点、安定性）

例題１．次の連立微分方程式について問に答えよ。

{
dx
dt = x − 2xy
dy
dt = −y + xy

（１）平衡点を求めよ。

（２）平衡点の近くで線形化された連立微分方程式の解で初期条件(x(0), y(0)) =
(1, 2)を満たすものについて調べよ。

(解）(１)連立微分方程式

{
dx
dt = f(x, y)
dy
dt = g(x, y)

の平衡点とは、連立方程式

{
f(x, y) = 0
g(x, y) = 0

の解の組

(x = x0, y = y0)のことであり、定数関数の組 (x = x0, y = y0)は、微分

方程式の一組の解である。今の場合は、

{
x − 2xy = 0
−y + xy = 0

を解いて、(x, y) =

(0, 0), (1, 1
2 )を得る。これが平衡点である。J

(２)(i)(x, y) = (0, 0)では、線形化された連立微分方程式は、

{
dx
dt = x

dy
dt = −y

となり、この方程式の解は x = Cet, y = De−t である。

(ii)(x, y) = (1, 1
2 )では、x = X + 1, y = Y + 1

2 として未知関数の変換を行

うと、x − 2xy = (X + 1)(1 − 2Y − 1) = −2Y (X + 1) = −2Y − 2XY,

−y +xy = (Y + 1
2 )(X +1−1) = (Y + 1

2 )X = 1
2X +XY となり、線形化さ

れた方程式は、

{
dX
dt = −2Y...(1)
dY
dt = 1

2X...(2)
となる。(1)から、d2X

dt2 = −2dY
dt これに

(2)を代入すると、d2X
dt2 = −X以下これを解く。この方程式の一般解は、X =

A cos t + B sin tである。これを (1)に代入して、Y = − 1
2

dX
dt = − 1

2 (A cos t +
B sin t) = 1

2A sin t− 1
2B cos tを得る。ここで、初期条件 (x(0), y(0)) = (1, 2)

は (X(0), Y (0)) = (0, 3
2 ) となる。従って、A = 0, B = −3 となり、X =

−3 sin t, Y = −3
2 cos t.従って、x = −3 sin t + 1, y = −3

2 cos t + 1
2 が得られ

る。これらは何れも周期 2πの周期関数である。
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また、−2 ≤ x ≤ 4,−1 ≤ y ≤ 2は明らかであり、最後に、 1
2π

∫ 2π

0
x(t)dt =

1, 1
2π

∫ 2π

0
y(t)dt = 1

2 が成り立つ。J

例題２．連立微分方程式

{
dx
dt = x − xy

dy
dt = −y + xy

の解曲線は初期条件(x(0), y(0)) =

(a, b)を第一象限に与えると座標軸とは交わらないことを示せ。
(解）連立微分方程式から、dy

dx =
dy
dt
dx
dt

= −y+xy
x−xy = y(x−1)

x(1−y) となり、これは変数

分離形だから、
(

1−y
y

)
dy =

(
x−1

x

)
dxと変形して、

(
1
y − 1

)
dy =

(
1 − 1

x

)
dx

を得る。両辺を積分して、log |y| − y = x − log |x| + C, log |xy| = x + y + C

よって、|xy| = Cex+y ここで、初期条件 (x(0), y(0)) = (a, b)を代入すれば、
ab = Cea+bから、C = ab

ea+b となって、|xy| = ab
ea+b ex+y が成立する。この式

で、x = 0または y = 0とはならないので、この解曲線は両軸を切らない。J

1.4.6 その他

例題１．次の境界条件を付けた微分方程式を考える。d2y
dx2 +k2y = f(x)...(∗), y(0) =

y(l) = 0.問に答えよ。

（１）上の方程式に随伴する同次（斉次）方程式が同じ境界条件のもとで、

恒等的に 0でない解を持つための定数kの条件をいえ。

（２）kが（１）の値と異なるときに、もとの方程式の一般解を求めよ。

(解）（1）上の方程式に随伴する同次（斉次）方程式とは、d2y
dx2 +k2y = 0...(∗∗)

のことであり、この方程式の一般解は、

特性方程式 ρ2 + k2 = 0を考えて、

(i)k = 0のときには、ρ = 0だから、方程式は d2y
dx2 = 0となるので、一般解

は、y = Ax + Bであり、これが境界条件 y(0) = y(l) = 0を満たすためには、
A = B = 0となり、y = 0しか解はない。よってこの場合は条件に適わない。

(ii)k ̸= 0のときには、特性解が ρ = ±ikとなり、一般解は、y = C cos kx+

D sin kx である。この解が境界条件 y(0) = y(l) = 0 を満たすためには、
C = 0, D sin kl = 0が必要である。もし、D = 0なら、再び y = 0となり、

y = 0 以外の解は無い。従って D ̸= 0 でなければいけない。その為には、
kl = nπ(n = 0,±1, ...).即ち、k = nπ

l (n = 0,±1, ...)でなければならない。
この時には、y = D sin nπ

l x(n = 0,±1, ...)の形の解を持つ。J
(2) 方程式 (∗∗)の一次独立な解は、k ̸= 0のときには、y1 = cos kx, y2 =

sin kx であり、この時の、ロンスキヤン W (y1, y2)(x) は、W (y1, y2)(x) =
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∣∣∣∣∣ cos kx sin kx

−k sin kx k cos kx

∣∣∣∣∣ = k ̸= 0である。更に、方程式 (∗)の特殊解 y0は、公

式 y0(x) = y1(x)
∫ −R(x)y2(x)

W (y1,y2)(x)dx+y2(x)
∫ R(x)y1(x)

W (y1,y2)(x)dxに代入して、y0(x) =

cos kx
∫ x

0
−f(y) sin ky

k dy +sin kx
∫ x

0
f(y) cos ky

k dyとなり、計算すると、y0(x) =
cos kx

∫ x

0
−f(y) sin ky

k dy+sin kx
∫ x

0
f(y) cos ky

k dy =
∫ x

0
−f(y) sin ky cos kx

k dy+
∫ x

0
f(y) cos ky sin kx

k dy =
1
k

∫ x

0
f(y){cos ky sin kx − sin ky cos kx}dy

= 1
k

∫ x

0
f(y) sin k(x − y)dyを得る。従って、方程式 (∗)の一般解 y(x)は、

y(x) = C1 cos kx + C2 sin kx + 1
k

∫ x

0
f(y) sin k(x − y)dyとなる。

次ぎに、k = 0の場合には、(∗∗)の一次独立な解が、y1 = x, y2 = 1であ
り、また、(∗)の特殊解 y0 が、y0 =

∫ x

0
(
∫ s

0
f(y)dy)dsで与えられることは、

容易にわかる。よって、この場合は、方程式 (∗)の一般解 y(x)は、y(x) =
C1x + C2 +

∫ x

0
(
∫ s

0
f(y)dy)dsとなる。J

２．極座標(r, θ）で表される二次元領域、1 < r, 0 ≤ θ ≤ 2πで方程式urr +
1
r ur+ 1

r2 uθθ = 0を満たし、境界条件u(1, θ) = cos 3θ, 0 ≤ θ ≤ 2π, limr→∞ u(r, θ) =
0, 0 ≤ θ ≤ 2πを満たす解を以下の手順で解け。

(1)方程式の解としてu(r, θ) = f(r)g(θ)と表されるものを考える。これを
方程式に代入し、左辺がrのみの関数、右辺がθのみの関数であるような式を

導け。

(2)この式が上の領域に対応する任意の(r, θ)に対して成立するためには,そ
の両辺はr, θによらない定数でなければいけない。そこで、この定数をcとし

て関数f のrに関する微分方程式と関数gのθに関する微分方程式を導け。

(3)mを整数として、f(r) = rm とおき、定数cをmで表せ。次にこれをg

のθに関する方程式に代入し、解でum(r, θ) = f(r)g(θ)の形のものを求めよ。
(4)dm を定数として、解でu(r, θ) =

∑
m dmum(r, θ)の形のものを考えて、

それが境界条件を満たすようにして求める解u(r, θ)を決めよ。
（解）（１）f ′′(r)g(θ) + 1

r f ′(r)g(θ) + 1
r2 f(r)g′′(θ) = 0 → r2f ′′(r)+rf ′(r)

f(r) =

− g′′(θ)
g(θ)

（２）r2f ′′(r)+rf ′(r)
f(r) = − g′′(θ)

g(θ) = c →→→
{

r2f ′′(r) + rf ′(r) − cf(r) = 0
g′′(θ) + cg(θ) = 0

（３）f(r) = rm, f ′(r) = mrm−1, f ′′(r) = m(m − 1)rm−2

r2f ′′(r)+rf ′(r)−cf(r)=0→→→ m(m − 1)rm + mrm − crm = 0 → m2 = c
g′′(θ)+cg(θ)=0→→→ g′′(θ) + m2g(θ) = 0 → gm(θ) = Am cos mθ + Bm sinmθ

→→→ um(r, θ) = rm(Am cos mθ + Bm sinmθ)

（４）u(r, θ) =
∑

m rm(Am cos mθ + Bm sinmθ)
limr→∞ u(r,θ)=0→→→ m > 0 →

m = 1, 2, ....
u(1,θ)=cos 3θ→→→ A3 = 1, Aj(j ̸= 3) = 0, Bj(j = 0, 1, ...) = 0
→→→ u(r, θ) = r3 cos 3θ
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1.5 編入試験問題から

1.5.1 非線形

１．微分方程式2yy′′ = (y′)2 − 1について以下に答えよ。
（１）p = y′ とおいてpとyとに関する方程式に直せ。

（２）（１）を解いてもとの方程式の解を求めよ。（北大H18）

（解）y′′ = dp
dx = dp

dy
dy
dx = p dp

dy

（１）2yy′′ = (y′)2 − 1 → 2yp dp
dy = p2 − 1

（２） 2p
p2−1dp = dy

y → log(p2 − 1) = log y + c → p2 − 1 = Cy, dy
dx =

±√
Cy + 1 → dy√

Cy+1
= ±dx

→
√

Cy+1
2C = ±x+D,

√
Cy + 1 = 2C(±x+D) → Cy+1 = 4C2(x+D), y =

4C2(x+D)−1
C

２．tの関数x(t)が微分方程式x′(t) + x2(t) + a(t)x(t) + b(t) = 0を満たす
時に、以下に答えよ。

(i)x(t) = u′(t)
u(t) の時に、関数u(t)の満たす微分方程式を求めよ。

(ii)微分方程式x′ = x(1 − x)を解け。

（解）(i)x′(t) = u′′(t)u(t)−u′(t)u′(t)
u2(t) を代入すると、u′′(t)u(t)−u′(t)u′(t)

u2(t) + (u′(t))2

u2(t) +

a(t)u′(t)
u(t) + b(t) = 0

→ u′′(t) + a(t)u′(t) + b(t)u(t) = 0
(ii)(i)で a(t) = −1, b(t) = 0より、u′′(t)−u′(t) = 0 u′=U→ dU(t)

dt −U(t) = 0
→ dU(t)

U(t) = dt → log U = t + c → U = Cet, u′ = Cet →→→ u(t) =

Cet + D → x(t) = Cet

Cet+D

1.5.2 クレロー

１．以下に答えよ。

（１）z = y−4 のときに、 dz
dx をy及び dy

dx で表せ。

（２）変数変換z = y−4 をおこない微分方程式 dy
dx + yP (x) = y5Q(x)をz

に関する微分方程式に直せ。

（３）微分方程式 dy
dx + xy = 1

2y5xを解け。（東北大H19）

（解）（１）z = y−4 → dz
dx = −4y−5 dy

dx

（２） dy
dx + yP (x) = y5Q(x) → −y5

4
dy
dx + yP (x) = y5Q(x) =⇒ −1

4
dz
dx +

zP (x) = Q(x), dz
dx − 4zP (x) = −4Q(x)

（３）（２）から、dy
dx +xy = 1

2y5x → dz
dx−4zx = −2x;１階線形方程式で解の

公式から、z = e
R

4xdx{−2
∫

xe−
R

4xdxdx+C} = e2x2
(−2

∫
xe−2x2

dx+C) =
e2x2

( 1
2e−2x2

+ C) = Ce2x2
+ 1

2 .y = 1

(Ce2x2+ 1
2 )

1
4
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1.5.3 定数変化法

１．微分方程式x2y′′ − xy′ + y = f(x)...(∗)について、以下に答えよ。但
し、x > 0とする。
（１）f(x) = 0の場合に、y = xは(∗)の解であることを示せ。
（２）y = xu(x) とするときに、関数w(x) = u′(x) の満たす方程式を求

めよ。

（３）f(x) = 0の場合に、(∗)を解け。
（４）f(x) = x2

√
xの場合に、(∗)を解け。（H18）

（解）（１）y = x, y′ = 1, y′′ = 0 → x2y′′ − xy′ + y = 0
（２）y = xu(x), y′ = xu′(x) + u(x), y′′ = xu′′(x) + 2u′(x)
→ x2(xu′′(x) + 2u′(x)) − x(xu′(x) + u(x)) + xu(x) = f(x) → x3u′′(x) +

x2u′(x) = f(x) =⇒ x3w′(x) + x2w(x) = f(x)
（３）x3w′(x)+x2w(x) = 0, xdw

dx +w = 0, dw
w = −dx

x → log w = − log x+
c → w = C

x , i.e., u′ = C
x → u = C log x + D

→ y = x(C log x + D) = Cx log x + Dx

（４）x3w′(x)+x2w(x) = x2
√

x → w′(x)+ 1
xw(x) = 1√

x
, w = e−

R 1
x dx{∫ e

R 1
x dx 1√

x
dx+

C} = 1
x{

∫
x 1√

x
dx + C}

= 1
x{

∫ √
xdx+C} = 1

x{2
3

√
x

3 +C} = 2
3

√
x+ C

x → u =
∫

( 2
3

√
x+ C

x )dx =
C log x + 4

9x
3
2 + D

→ y = x(C log x + 4
9x

3
2 + D) = 4

9x
5
2 + Cx log x + Dx

２．（１）微分方程式y′′(x) − ay(x) = 0を解け。
（２）区間[0, l]での、微分方程式y′′(x)+a2y(x) = 0の解で、境界条件y(0) =

0, y(l) = 0を満たす恒等的に0ではないものを求めよ。また、aがどのような

値の場合にそのような解が存在するか。

（３）微分方程式y′′(x) + a2y(x) = f(x)の一般解を定数変化法で求める。
最初に、同次形y′′(x)+a2y(x) = 0の一般解は、y = A sin ax+B cos axであり、

A,Bをxの関数と考えて、特殊解を求めると、y(x) = 1
a{sin ax

∫
f(x) cos axdx−

cos ax
∫

f(x) sin axdx}を示せ。（H18）

（解）（１）特性方程式は、ρ2 − a = 0であり、
(i)a = 0のときには、ρ = 0（重解）で一般解は Ax + B。

(ii)a > 0のときは、ρ = ±√
a（実数）で、一般解は Ae

√
ax + Be

√
ax。

(iii)a < 0のときは、ρ = ±√−ai（純虚数）で、一般解は A sin
√−ax +

B cos
√−ax。

（２）（１）により、一般解は、y = A sin ax + B cos ax.条件により、B =
0, A sin al = 0, A ̸= 0 → al = nπ, n = 1, 2, ...

故に、a = nπ
l , (n = 1, 2, ...)

（３）y = A sin ax + B cos ax,{
A′ sin ax + B′ cos ax = 0...(1)

A′ cos ax − B′ sin ax = f(x)
a ...(2)

→ A′ = f(x)
a cos ax,B′ = − f(x)

a sin ax.
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故に、A = 1
a

∫
f(x) cos axdx, B = − 1

a

∫
f(x) sin axdx. よって、y(x) =

1
a{sin ax

∫
f(x) cos axdx − cos ax

∫
f(x) sin axdx}

（計算）y′ = A′ sin ax + aA cos ax + B′ cos ax − aB sin ax
y′=A(sin ax)′+B(cos ax)′=aA cos ax−aB sin ax→ A′ sin ax + B′ cos ax = 0...(1).

y′′ y′=aA cos ax−aB sin ax
= aA′ cos ax − a2A sin ax − aB′ sin ax − a2B cos ax.

y′′(x) + a2y(x) = f(x)

=⇒ aA′ cos ax−a2A sin ax−aB′ sin ax−a2B cos ax+a2(A sin ax+B cos ax) =
f(x)

aA′ cos ax − aB′ sin ax = f(x)...(2)

1.5.4 級数解

１．定数a, bについて、微分方程式(1−x2)y′′−2xy′ = 0, y(0) = a, y′(0) = b

の解を考える。以下に答えよ。

（１）非負な整数nについて、y(n)(0)を計算せよ。
（２）解yを求めよ。（H18）

（解）（１）(1−x2)y′′− 2xy′ = 0,両辺を n回微分して、(1−x2)y(n+2) −
2nxy(n+1) − n(n − 1)y(n) − 2(xy(n+1) + ny(n)) = 0.

x = 0とすると、y(n+2)(0)−n(n−1)y(n)(0)−2ny(n)(0) = 0 → y(n+2)(0)−
n(n + 1)y(n)(0) = 0.

故に、y(n+2)(0) = (n + 1)ny(n)(0)
= (n + 1)n(n − 1)(n − 2)y(n−2)(0)
= (n + 1)n(n − 1)(n − 2)(n − 3)(n − 4)y(n−4)(0)
= ...

=

{
(n + 1)n(n − 1) · .... · 2 · 1 · y(1)(0) = (n + 1)!b, n; odd

(n + 1)n(n − 1) · .... · 2 · y(2)(0) = 0, n; even
, y(2n+1)(0) =

(2n)!b
（２）y = b

∑∞
n=0

(2n)!
(2n+1)!x

2n+1 = b
∑∞

n=0
1

2n+1x2n+1

1.5.5 図形の問題

１．平面上の曲線で、任意の点P における法線に原点から下ろした垂線の

長さが点P のy 座標に等しいときには、この曲線はx2 + y2 = cx, (cは定数)
であることを示せ。（静岡大H18）

（解）点 P における法線；Y − y(x) = − 1
y′(x) (X − x), y′(x)Y + X −

(y(x)y′(x) + x) = 0
垂線の長さ； |ax1+by1+c|√

a2+b2
= |y(x)y′(x)+x|√

1+(y′)2
= |y(x)| → (yy′ + x)2 = y2(1 +

(y′)2), y2(y′)2 + 2xyy′ + x2 = y2 + y2(y′)2
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=⇒ 2xyy′ + x2 = y2, dy
dx = y2−x2

2xy = ( y
x )2−1

2( y
x ) , y = xu, y′ = u + xu′, xu′ =

u2−1
2u − u = −u2+1

2u

→ 2udu
u2+1 = −dx

x , log(u2 +1) = − log x+c → {( y
x

)2 +1}x = C → x2 +y2 =
Cx

1.5.6 行列との関連（I)

１．連立微分方程式

{
dx
dt = 3x − 4y
dy
dt = x − 2y

について以下に答えよ。（北大H19)

（１）方程式の解が、ベクトルu⃗ =

(
u

v

)
を用いて、

(
x(t)
y(t)

)
= ekt

(
u

v

)

と表されるとする。ここで、u⃗ =

(
u

v

)
はゼロベクトルでなくu + v = 1を

満たすとする。kとu⃗ =

(
u

v

)
を全て求めよ。

（２）t = 0における初期条件が

(
x(0)
y(0)

)
=

(
6
3

)
であるときに、解を

求めよ。

（解）（１）連立微分方程式

{
dx
dt = 3x − 4y
dy
dt = x − 2y

はベクトルと行列を用いて、

d
dt

(
x(t)
y(t)

)
=

(
3 −4
1 −2

)(
x(t)
y(t)

)

とかける。

(
x(t)
y(t)

)
= ekt

(
u

v

)
を代入すると、d

dt

(
x(t)
y(t)

)
= kekt

(
u

v

)

だから、kekt

(
u

v

)
= ekt

(
3 −4
1 −2

)(
u

v

)
により

(
3 − k −4

1 −2 − k

)(
u

v

)
=(

0
0

)
.ここで、⃗u =

(
u

v

)
はゼロベクトルでないから、det

(
3 − k −4

1 −2 − k

)
=

k2 − k − 2 = (k + 1) (k − 2) = 0 → k = 2,−1

(i)k = 2 →
(

1 −4
1 −4

)(
u

v

)
=

(
0
0

)
→ u = 4v =⇒ u⃗ = v

(
4
1

)
, v =

1
5 → u⃗ = 1

5

(
4
1

)

(ii)k = −1 →
(

4 −4
1 −1

)(
u

v

)
=

(
0
0

)
→ u = v =⇒ u⃗ = v

(
1
1

)
, v =

1
2 → u⃗ = 1

2

(
1
1

)
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（２）（１）により、解は

(
x(t)
y(t)

)
= C1

(
4
1

)
e2t +C2

(
1
1

)
e−t.初期

条件により、C1

(
4
1

)
+ C2

(
1
1

)
=

(
6
3

)
→

{
4C1 + C2 = 6
C1 + C2 = 3

, C1 =

1, C2 = 2

1.5.7 行列との関連（II)

１．微分方程式の初期値問題

{
x′′ − 3x′ + 2x = 0
x′(0) = 3, x(0) = 2

...(∗)の解を以下の手
順で求めよ。

（１）

{
x1 = x

x2 = x′ として、微分方程式(∗)をx⃗ =

(
x1

x2

)
に関する微分方

程式dx⃗
dt = Ax⃗に直したときの行列Aを求めよ。

（２）（１）の行列Aの固有値・固有ベクトルa⃗1, a⃗2 を求めよ。

（３）行列S をS =
(

a⃗1 a⃗2

)
として、変数変換x⃗ = Sz⃗, z⃗ =

(
z1

z2

)
を

したとき、z⃗ =

(
z1

z2

)
に関する微分方程式と初期条件を求めよ。

（４）（３）を解け。

（５）（４）から方程式(∗)の解を求めよ。（岡山大H19)

（解）（１） d
dt

(
x

x′

)
=

(
0 1
−2 3

)(
x

x′

)
, A =

(
0 1
−2 3

)

（２）固有値・固有ベクトル: a⃗1 = c1

(
1
1

)
↔ 1, a⃗2 = c2

(
1
2

)
↔

2, S−1AS = D,S =

(
1 1
1 2

)
, D =

(
1 0
0 2

)

（３）S =

(
1 1
1 2

)
, S−1 =

(
2 −1
−1 1

)
, x⃗ = Sz⃗ → dx⃗

dt = Ax⃗ =⇒
d
dt (Sz⃗) = ASz⃗.

d
dt

(
z1

z2

)
= S−1ASz⃗ = Dz⃗ =

(
1 0
0 2

)(
z1

z2

)
,

z⃗(0) = S−1x⃗(0) =

(
2 −1
−1 1

)(
x(0)
x′(0)

)
=

(
2 −1
−1 1

)(
2
3

)
=(

1
1

)

（４）d
dt

(
z1

z2

)
=

(
1 0
0 2

)(
z1

z2

)
=

(
z1

2z2

)
→

{
z′1 = z1

z′2 = 2z2

,

{
z1 = c1e

t, c1 = 1
z2 = c2e

2t, c2 = 1

（５）x⃗ = Sz⃗,

(
x1

x2

)
=

(
1 1
1 2

)(
et

e2t

)
=

(
et + e2t

et + 2e2t

)
→ x =
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et + e2t

1.5.8 非線形

１．微分方程式y′′ − 1
y (y′)2 + y = 0の初期値問題y(0) = 1, y′(0) = 1を考

える。以下に答えよ。

（１）z = log yとしてzの満たす方程式を求めよ。

（２）（１）を解きを求めよ。

（解）（１）z = log y → y = ez, y′ = ezz′, y′′ = ezz′′ + ez(z′)2 →
y′′ − 1

y (y′)2 + y = 0
=⇒ ezz′′ + ez(z′)2 − 1

ez (ezz′)2 + ez = 0 → ezz′′ + ez = 0 → z′′ + 1 =
0, z(0) = 0, z′(0) = 1
（２）z′′ + 1 = 0 から一般解は、z = A cos x + B sin x. 初期条件は、{

y(0) = 1から z(0) = log y(0) = 0,

y′(0) = 1から y′(0) = ez(0)z′(0) = z′(0) = 1

なので、

{
z = A cos x + B sin x → A = 0

z′ = −A sinx + B cos x → B = 1
=⇒ z = sin x → y = esin x

２．（１）不定積分
∫

dy

y
√

1−y2
を求めよ。

（２）p dp
dy = y − 2y3, (0 < y < 1), p(0) = 0の解を求めよ。

（３）（１）、（２）を用いて微分方程式

{
y′′ − y + 2y3 = 0, 0 < y < 1, 0 < x < ∞

limx→0 y(x) = 1
の解を求めよ。但し、y(x) = 0のときy′(x) = 0とする。
（解）（１）

∫
dy

y
√

1−y2

y=sin s,dy=cos sds
=

∫
cos sds

sin s cos s =
∫

ds
sin s =

∫
sin sds
sin2 s

=
∫

sin sds
1−cos2 s

cos s=t,− sin sds=dt
=

∫ −dt
1−t2 =

∫
dt

t2−1 = 1
2

∫
( 1

t−1 − 1
t+1 )dt

= 1
2 log | t−1

t+1 | = 1
2 log 1−cos s

1+cos s = 1
2 log 1−

√
1−y2

1+
√

1−y2

（２）pdp = (y − 2y3)dy, p2 = y2 − y4 + C, C = 0.p2 = y2 − y4, p =
±y

√
1 − y2

（３）p = dy
dx とすると、y′′ = dp

dx = dp
dy

dy
dx = p dp

dy .

故に、方程式 y′′ − y + 2y3 = 0は、p dp
dy = y − 2y3.（２）から解は、p =

±y
√

1 − y2.

よって、 dy

y
√

1−y2
= ±dx.この方程式の解は（１）から、 1

2 log 1−
√

1−y2

1+
√

1−y2
=

±x + C,
1−

√
1−y2

1+
√

1−y2
= Ce±2x, C = 1

３．x(−1 − 2xy)y′ = 2y(1 + xy)を解け。
（解）未知関数について変数変換をしてxy = u, y = u

xとおくと、y′ = u′x−u
x2 .

よって、方程式は x(−1 − 2xy)y′ = 2y(1 + xy)より、x(−1 − 2u)u′x−u
x2 =

2u
x (1 + u) → (−1 − 2u)(u′x − u) = 2u(1 + u) → u′x = − 2u(1+u)

2u+1 + u =
u(2u+1)−2u(1+u)

2u+1 = −u
2u+1 と変形して、

(2u+1)du
u = −dx

x となる。両辺積分する

と、2u + log u = − log x + c → xu = Ce−2u.故に、x2y = Ce−2xy
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1.5.9 解曲線

１．微分方程式 y′ = −2y + y2 について以下に答えよ。

（１）方程式を解け。

（２）y(1) = 3を満たす特殊解を求めてそのグラフの概形を描け。軸との
交点、漸近線を明示すること。

（解）（１） dy
y(y−2) = dx, ( 1

y−2 − 1
y )dy = 2dx → log y−2

y = 2x + c, y−2
y =

Ce2x =⇒ y = 2
1−Ce2x

（２） 2
1−Ce2 = 3, C = e−2

3 → y = 2

1− e−2
3 e2x

= 6
3−e2(x−1) .

軸との交点 ; (0, 6e2

3e2−1 ).漸近線 ; limx→ log 3
2 +1−0 y = ∞, (3 → e2(x−1)), limx→ log 3

2 +1+0 y =
−∞, limx→∞ y = 0, limx→−∞ y = 2

y′ = e2(x−1)

(3−e2(x−1))2
> 0.y > 0, (x < log 3

2 + 1), y < 0, (x > log 3
2 + 1)

グラフの概形（省略）

1.5.10 P.R.

１．微分方程式 d2y
dx2 + 9y = 7 cos 3xを( d

dx + 3i)( d
dx − 3i)y = 7 cos 3xとか

くz = ( d
dx − 3i)yと置くことにより、上の方程式は( d

dx + 3i)z = 7 cos 3xとな

る。これを用いて、最初の方程式の一般解を次の手順で求めよ。

(1)( d
dx + 3i)z = 7 cos 3xの解zを求めよ。

(2)上のzを使って、( d
dx − 3i)y = zの解yを求めよ。

（解）（１）オイラーの公式により、( d
dx + 3i)z = 7 cos 3x = 7

2 (e3ix + e−3ix).

この方程式は一階の線形方程式だから公式を用いて解けるが、関係式 ( d
dx +

3i)z = (D + 3i)[z] = (D + 3i)[e−3ixe3ixz] = e−3ixD[e3ixz] を用いると、
e−3ixD[e3ixz] = 7

2 (e3ix+e−3ix), D[e3ixz] = 7
2 (e6ix+1) → e3ixz =

∫
7
2 (e6ix+

1)dx = 7
2x − 7

12 ie6ix.

故に、z = 7
2xe−3ix − 7

12 ie3ix

（２）（１）と同様に、( d
dx − 3i)y = 7

2xe−3ix − 7
12 ie3ix. この方程式も一

階の線形方程式だから公式を用いて解いても良いが、関係式 ( d
dx − 3i)y =

(D − 3i)[y] = (D − 3i)[e3ixe−3ixy] = e3ixD[e−3ixy]により、
e3ixD[e−3ixy] = 7

2xe−3ix − 7
12 ie3ix, D[e−3ixy] = 7

2xe−6ix − 7
12 i

→ e−3ixy =
∫

( 7
2xe−6ix − 7

12 i)dx = 7
72e−6ix − 7

12 ix + 7
12 ixe−6ix.

故に、y = ( 7
72e−6ix − 7

12 ix + 7
12 ixe−6ix)e3ix = 7

72e−3ix − 7
12 ix(e3ix −

e−3ix) =
オイラー

7
72 (cos 3x − i sin 3x) − 7

12 ix(2i sin 3x)

= 7
6x sin 3x
これが求める解

+ 7
72 (cos 3x − i sin 3x)
これは、「 d2y

dx2 +9y=0」の解
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1.5.11 最後に

１．微分方程式y′′ + 4y = f(x)の初期値問題y(0) = 1, y′(0) = 0を考える。
以下に答えよ。

(i)f(x) = 0のときに解を求めよ。(ii)f(x) = sin 2xのときに解を求めよ。

(iii)fs(x) =
∑s

j=1 sin jxのときの解をys(x)とおく。xが十分に大きいとき

に、ys(x)
x をxの関数で表せ。

（解）（１）特性方程式 ρ2 +4 = 0を解いて、ρ = ±2i。従って、一般解は、

y(x) = A cos 2x+B sin 2x.初期条件 y(0) = 1, y′(0) = 0により、

{
A = 1
B = 0

。

故に、y(x) = cos 2x

（２）特殊解の形を y(x) = Ax cos 2x + Bx sin 2x、として定数 A,B を決

める。

{
y′(x) = A cos 2x + B sin 2x + 2Bx cos 2x − 2Ax sin 2x

y′′(x) = 4B cos 2x − 4A sin 2x − 4Ax cos 2x − 4Bx sin 2x
より、

4B cos 2x−4A sin 2x−4Ax cos 2x−4Bx sin 2x+(4Ax cos 2x+4Bx sin 2x) =
sin 2x.

よって、

{
B = 0

A = − 1
4

.y(x) = −1
4x cos 2x

故に、一般解は、y(x) = A cos 2x+B sin 2x− 1
4x cos 2x.ここで、初期条件

に注意して、

{
y(0) = A = 1

y′(0) = 2B − 1
4 = 0

{
B = 1

8

A = 1
.y(x) = cos 2x + 1

8 sin 2x −
1
4x cos 2x.

（３）(i)y′′+4y = sin jx, (j ̸= 2)の特殊解 yjは、yj = Aj cos jx+Bj sin jx

として、

{
y′

j = −jAj sin jx + jBj cos jx

y′′
j = −j2Aj cos jx − j2Bj sin jx

から、

−j2Aj cos jx−j2Bj sin jx+4Aj cos jx+4Bj sin jx = sin jx →
{

(4 − j2)Bj = 2
(4 − j2)Aj = 0

→

Bj = 2
4−j2 , Aj = 0

(ii)y′′ + 4y = sin 2xの特殊解 y2 は、（２）から、y2(x) = −1
4x cos 2x.

従って、y′′ + 4y =
∑s

j=1 sin jxの一般解 ys(x)は ys(x) = −1
4x cos 2x +∑s

j ̸=2
2

4−j2 sin jx + A cos 2x + B sin 2x, (s ≥ 2).
ここで、定数A,Bは初期条件を満たすように決める。その場合、xが十分

に大きいときに、ys(x)
x は、−1

4 cos 2xに等しい。

1.6 付録 1.

1.6.1 y′′ + P (x)y′ + Q(x)y = 0の一般解の求め方

定理 6 y1(x)を１つの解としたときに、

y2(x) = y1(x)
∫

e−
R

P (x)dx

y2
１(x)

dx
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は y1(x)と独立な１つの解である。

例題１.y′′ + ay′ + a2

4 y = 0
(解法）この方程式は定数係数なので既に定式化された方法があるが上の主

張に従って求める。

まず、1つの解を y = eρxの形で探すと、方程式に代入して ρは二次方程式

ρ2 +aρ+ a2

4 = 0の解である。因数分解をして、(ρ+ a
2 )2 = 0だから、ρ = −a

2

となる。だから、1つの解は、y = e−
a
2 x である。

以下は上の方法で y2(x) = e−
a
2 x

∫
e− R

P (x)dx

y2
１(x)

dx = e−
a
2 x

∫
e− R

adx

e−ax dx =

e−
a
2 x

∫
e−ax

e−ax dx = xe−
a
2 x を得る。J

1.6.2 問題．

1.関数a(t), b(t)はある区間I で連続であり、関数x1(t)は２階線形常微分方
程式x′′(t) + a(t)x′(t) + b(t)x(t) = 0の区間I における解であるとする。以下

に答えよ。

(1)関数x2(t) = x1(t)
∫ t

t0
1

{x1(s)}2 exp(− ∫ s

t0
a(τ)dτ)dsも同じ区間I で解で

あることを示せ。

(2)２つの解x1, x2 はお互いに独立であることを示せ。

（解）（１）y(t) = x1(t)u(t) → y′ = x′
1u + x1u

′, y′′ = x′′
1u + 2x′

1u
′ + x1u

′′
x′′(t)+a(t)x′(t)+b(t)x(t)=0→→→ x′′

1u + 2x′
1u

′ + x1u
′′ + a(x′

1u + x1u
′) + bx1u

= x′′
1u+ax′

1u++bx1u+2x′
1u

′ +x1u
′′ +ax1u

′ = x1u
′′ +(ax1 +2x′

1)u
′ = 0

u′=U→ U ′ + (a + 2x′
1

x1
)U = 0 → dU

U = −(a + 2x′
1

x1
)dt

→→→ log U = −(
∫ s

a(τ)dτ+2 log x1)+c →→→ U(s) = e−(
R s a(τ)dτ+2 log x1) =

e−−(
R s a(τ)dτ

x2
1(s)

,

u′(s) = e−−(
R s a(τ)dτ

x2
1(s)

→→ u(t) =
∫ t e−−(

R s a(τ)dτ

x2
1(s)

ds

→→→ y(t) = x1(t)
∫ t e−−(

R s a(τ)dτ

x2
1(s)

ds

（２）明らか

1.6.3 y′′ + P (x)y′ + Q(x)y = R(x)の一般解の求め方

y′′ + P (x)y′ + Q(x)y = R(x)の一般解 y(x)は、

y′′ + P (x)y′ + Q(x)y = 0...(1)

の一般解 Y1(x) = c1y1(x) + c2y2(x)と

y′′ + P (x)y′ + Q(x)y = R(x)...(2)

の 1つの解 (特殊解)y0(x)を用いて、y(x) = c1y1(x) + c2y2(x) + y0(x)と表
される。従って、ここでは (2)の特殊解を求める方法について調べる。
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定理 7 方程式 (2)の特殊解 y0(x)は、方程式 (1)の一次独立な解 y1(x), y2(x)

を用いて,

y0(x) = y1(x)
∫ −R(x)y2(x)

W (y1, y2)(x)
dx + y2(x)

∫
R(x)y1(x)

W (y1, y2)(x)
dx

とかける。ここで、W (y1, y2)(x)は前節のように、解 y1(x), y2(x)のロンス
キー行列である。

例題 2.方程式 x2y′′ − 3xy′ + 3y = 2x3 − x2...(1)を解け。
（解法）最初に (1)で右辺を零と置いて方程式 x2y′′ − 3xy′ + 3y = 0...(2)

を考える。この方程式の解を、y = xk の形で求める。y′ = kxk−1, y′′ =
k(k − 1)xk−2 を (2)に代入して、k(k − 1)xk − 3kxk + 3xk = 0.係数を取り

出して、k(k − 1)− 3k + 3 = 0.即ち、k2 − 4k + 3 = (k − 3)(k − 1) = 0.よっ

て、k = 1, 3だから (2)の独立な解として、y1 = x, y2 = x3 が得られた。こ

の時に、ロンスキー行列は、W (x, x3) =

∣∣∣∣∣ x x3

1 3x2

∣∣∣∣∣ = 2x3.公式を使う為に

y′′の係数を 1にして、R(x) = 2x − 1となり、一般解を求める公式に代入す
ると、

y0(x) = x
∫ −(2x−1)x3

2x3 dx + x3
∫ (2x−1)x

2x3 dx = x(−1
2x2 + 1

2x) + x3( 1
2x +

log x) = 1
2x2 (−x + 2 + 2 (log x)x)

だから、最初の方程式 (1)の一般解は、y = C1x+C2x
3+1

2x2 (−x + 2 + 2 (log x)x) =
C1x + C2x

3 + x2 (1 + (log x) x)
となる。J
方程式 (1)の 1つの解 y1(x)が見つかれば、前節の方法でこれと独立な方

程式 (1)の解 y2(x)を求め、その後で上の主張に従って方程式 (2)の特殊解を
求めることが出来るが、次の主張は方程式 (1)の 1つの解 y1(x)が見つかっ
た時に、直接方程式の特殊解を求める方法をいっている。

定理 8 y1(x)が方程式 (1)の解であるとすると、方程式 (2)の特殊解 y0(x)は
次の式で求めることができる。

y0(x) = y1(x)
∫

φ(x)dx

ここで、

φ(x) =
e−

R
P (x)dx

y2
１(x)

∫
y1(x)R(x)e

R
P (x)dxdx

（注意）前節の結果によれば、y1(x)が方程式 (1)の解であるとすると、

y2(x) = y1(x)
∫

e−
R

P (x)dx

y2
１(x)

dx
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が y1(x)と独立な方程式 (1)の解である。従って、方程式 (2)の一般解 y(x)
は次の式で求めることができる。

y(x) = c1y1(x) + c2y1(x)
∫

e−
R

P (x)dx

y2
１(x)

dx + y1(x)
∫

φ(x)dx,

φ(x) =
e−

R
P (x)dx

y2
１(x)

∫
y1(x)R(x)e

R
P (x)dxdx

（注意）他に、以下の例題で示す定数変化法と呼ばれる解法が、微分方程

式の解を求める際に良く使われる。

例題３.微分方程式 x2y′′−x(x+2)y′ +(x+2)y = x4exの一般解を求めよ。

（解法）方程式 x2y′′ − x(x + 2)y′ + (x + 2)y = x4ex...(1)で右辺を０とお
いて、その解を y = xk の形で予測する。y′ = kxk−1, y′′ = k(k − 1)xk−2 だ

から代入して、k(k − 1)xk − k(x + 2)xk + (x + 2)xk = 0.この両辺の係数を

比較すると、xk+1の係数は、−k + 1 = 0.xk の係数は、k(k − 1) − 2k + 2 =
k2 − 3k + 2 = (k − 1) (k − 2) = 0.この２つの共通な解は、k = 1よって、
y = xを得る。次ぎに、定数変化法で一般解を求める。解を、y2 = xu(x)と
おいて、y′

2 = u + xu′, y′′
2 = 2u′ + xu′′これらを方程式に代入して、x2(2u′ +

xu′′) − x(x + 2)(u + xu′) + (x + 2)xu = x4ex となる。

即ち、−3x3u′ + x3u′′ = x4ex を得る。簡単にすると、u′′ − u′ = xex が得

られる。いま u′ = U とおけば、方程式 U ′ − U = xex が得られる。これは、

一階の線形方程式だから、公式に代入して、U = e
R

dx(
∫

xexe−
R

dxdx+ c) =
ex

(
1
2x2 + c

)
= u′.積分すると、u =

∫
ex

(
1
2x2 + c

)
dx = 1

2exx2 −xex + ex +
excが得られる。従って、y2 = xu(x) = x( 1

2exx2 − xex + exc) = 1
2exx3 −

exx2 + xexcとなる。だから、求める解は、y = 1
2exx3 − exx2 + c1xex + c2x

である。

例題４．微分方程式 (x + 1)y′′ + xy′ − y = 0を以下の順序で解け。
(１)１つの解（特殊解）y1 を、y1 = ekx の形で求めよ。

(２)一般解を上の特殊解 y1 を用いて、y = y1u(x)の形で求めよ。
（解法）(１)y1 = ekxとおくと、y′

1 = kekx, y′′
1 = k2ekxだから方程式に代

入すると、k2(x + 1)ekx + kxekx − ekx = 0, k2(x + 1) + kx − 1 = 0, (k2 +

k)x + (k2 − 1) = 0が得られる。従って、kは、

{
k2 + k = 0
k2 − 1 = 0

を同時に満た

せばよい。共通な解は、k = −1だから、y1 = e−x が得られる。

(２)y = e−xu(x)とおくと、

{
y′ = −e−xu + e−xu′

y′′ = e−xu − 2e−xu′ + e−xu′′ なので、方

程式 (x+1)y′′+xy′−y = 0に代入すると、(e−xu−2e−xu′+e−xu′′)(x+1)+
(−e−xu+e−xu′)x−e−xu = 0.簡単にして、e−xu′′(x+1)−e−x(x+2)u′ = 0
が得られる。よって、u′′(x + 1) − (x + 2)u′ = 0となる。ここで、u′ = U と

おけば、U ′(x + 1) − (x + 2)U = 0.
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即ち、dU
dx = (x+2)U

x+1 .分離形だから、dU
U = ( 1

x+1 +1)dxと変形して、積分す

ると、log U = log(x + 1) + x + c.つまり、U = C(x + 1)exとなる。従って、

u′ = C(x+1)ex積分すると、u = C
∫

(x+1)exdx = C(x+1)ex−Cex +D =
Cxex + D となり、求める一般解は、y = e−xu(x) = e−x(Cxex + D) =
Cx + De−x となる。

1.6.4 問題

１．次の微分方程式の一般解を求めよ。(hint; y = xnの形で右辺を 0にし

た方程式の特殊解を探し、一般解はy = xnu(x)で求める）
（１）x2y′′ − (2a − 1)xy′ + a2y = 0
（２）x2y′′ + xy′ − y = 0
（３）x2(x + 1)y′′ − 2x2y′ + 2(x − 1)y = 0

（４）x2y′′ + 3xy′ + y = x

（５）x2y′′ + 3xy′ − 3y = 3 log x − 2
（６）x2y′′ − 3xy′ + 4y = 2x3 + x2

（解）（１）y = xn, y′ = nxn−1, y′′ = n(n − 1)xn−2

→ x2y′′ − (2a − 1)xy′ + a2y = 0
=⇒ n(n − 1)xn − (2a − 1)nxn + a2xn = 0, xn (n − a)2 = 0
→→→ n = a → y = xau, y′ = axa−1u + xau′, y′′ = a(a − 1)xa−2u +

2axa−1u′ + xau′′

→ a(a−1)xau+2axa+1u′+xa+2u′′−(2a−1)(axau+xa+1u′)+a2xau = 0
→→→ xa+1 (u′ + xu′′) = 0 u′=U→ U + xU ′ = 0, dU

U = −dx
x

→→→ log U = − log x + c → U = C
x , u′ = C

x

→→→ u = C log x + D
y=xau→→→ y = xa(C log x + D)

（２）y = C2x + C1
x

（３）y = C3x
2 + C4

x

(
3x + 3x2 + 1

)
（４）x2y′′+3xy′+y = 0

y=xn,y′=nxn−1,y′′=n(n−1)xn−2

→→→ n(n−1)xn+3nxn+
xn = 0 → n(n − 1) + 3n + 1 = 0, (n + 1)2 = 0 → y = x−1

→→→ y = x−1u, y′ = x−1u′ − x−2u, y′′ = x−1u′′ − 2x−2u′ + 2x−3u

→→→ x2(x−1u′′ − 2x−2u′ + 2x−3u) + 3x(x−1u′ − x−2u) + x−1u = x,

(−2u′ + xu′′ + 3u′) = x
U=u′
→ dU

dx + U
x = 1, U = e−

R 1
x dx{∫ e

R 1
x dxdx + C} =

{C+ 1
2 x2}

x = C+x2

2x → u′ = C
x + x

2 → u = C log x + x2

4 + D

→→→ y = x−1u = 1
x (C log x + x2

4 + D)
（５） C5x − log x + C6

x3

（６）右辺を０とおいて、その解をy = xkの形で予測する。y′ = kxk−1, y′′ =

k(k−1)xk−2だから代入して、k(k−1)xk−3kxk+4xk = 0となる。係数を計算
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して、k(k−1)−3k+4 = 0となる。k2−4k+4 = 0, (k − 2)2 = 0より、k = 2
を得る。だから、１つの解は y1 = x2 である。これを、公式 y2 = y1

∫
φdx

に代入して計算する。但し、φ = e− R
P (x)dx

y2
1

∫
y1R(x)e

R
P (x)dxdxで、P (x) =

− 3
x , R(x) = 2x3+x2

x2 = 2x + 1 である。最初に、 e− R
P (x)dx

y2
1

= e− R − 3
x

dx

(x2)2 =

e3
R 1

x
dx

x4 = e3 log x

x4 = elog x3

x4 = 1
xであり、また、

∫
y1R(x)e

R
P (x)dxdx =

∫
x2(2x+

1)e
−3

R 1
x

dx

dx =
∫

x2(2x + 1)e− log x3
dx

=
∫

x2(2x + 1) 1
x3 dx =

∫
(2x + 1) 1

xdx =
∫

(2 + 1
x )dx = 2x + log x + c

よって、φ = 1
x (2x + log x + c) = 2 + log x

x + c
x となり、y2 = y1

∫
φdxに代

入すると、

y2 = x2
∫

(2 + log x
x + c

x )dx = x2
(
2x + 1

2 log2 x + c log x
)

= 2x3 + x2

2 log2 x + cx2 log xが得られる。よって求める解は、y = 2x3 +
x2

2 log2 x + c1x
2 log x + c2x

2

２．次の微分方程式の一般解を求めよ。(hint; y = ekx の形で右辺を 0に
した方程式の特殊解を探し、一般解はy = u(x)ekx で求める）

（１）xy′′ − (2x + 1)y′ + (x + 1)y = (x2 + x − 1)e2x

（２）(x + 1)y′′ − (3x + 4)y′ + 3y = (3x + 2)e3x

（３）xy′′ − (2x − 1)y′ + (x − 1)y = xex

（４）x2y′′ − 2xy′ + 2y = −2x + 2
（５）(1 + x2)y′′ − 2xy′ + 2y = 1−x2

x

（６）x2y′′ − (x + 2)xy′ + (x + 2)y = x4ex

（７）x2y′′ + xy′ + y = x

（解）（１）xy′′ − (2x + 1)y′ + (x + 1)y = (x2 + x − 1)e2x.xy′′ − (2x +

1)y′ + (x + 1)y = 0
の解を y = ekxで求める。y′ = kekx, y′′ = k2ekx → k2xekx−(2x+1)kekx+

(x + 1)ekx = 0,

(k2 − 2k + 1)xekx − (k − 1)ekx = 0
→→→ k = 1, y = ex → y = u(x)ex, y′ = uex + u′ex, y′′ = uex + 2u′ex +

u′′ex.

x(uex +2u′ex +u′′ex)−(2x+1)(uex +u′ex)+(x+1)uex = (x2 +x−1)e2x

→ xu′′ex − u′ex = (x2 + x − 1)e2x →→→ u′′ − 1
xu′ = (x + 1 − 1

x )ex

u′=U→ U ′ − 1
xU = (x + 1 − 1

x )ex 解の公式→→→
U = C1x + ex + xex →→→ u =

∫
Udx = C2 + xex + C1x

2 →→→y =

ex(C2 + xex + C1x
2)

（２）(x+1)y′′−(3x+4)y′+3y = (3x+2)e3x.(x+1)y′′−(3x+4)y′+3y =
0.y = ekx, y′ = kekx, y′′ = k2ekx → k2ekx(x + 1)− (3x + 4)kekx + 3ekx = 0,

k(k − 3)xekx + (k2 − 4k + 3)ekx = 0 → k = 3, y = e3x
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y = u(x)e3x, y′ = 3ue3x + u′e3x, y′′ = 9ue3x + 6u′e3x + u′′e3x.

(x + 1)(9ue3x + 6u′e3x + u′′e3x) − (3x + 4)(3ue3x + u′e3x) + 3ue3x =
(3x + 2)e3x

(3x + 2)u′e3x + (x + 1)u′′e3x = (3x + 2)e3x → (x + 1)u′′ + (3x + 2)u′ =
(3x + 2) u′=U→

U ′ + (3x+2)
(x+1) U = (3x+2)

(x+1) → U = e−
R (3x+2)

(x+1) dx(
∫

e
R (3x+2)

(x+1) dx (3x+2)
(x+1) dx + C)

= elog(x+1)−3x(
∫

e− log(x+1)+3x (3x+2)
(x+1) dx + C)

= (x + 1)e−3x(
∫

e3x (3x+2)
(x+1)2 dx + C) = (x + 1)e−3x( e3x

x+1 + C) = 1 + C(x +
1)e−3x

→ u =
∫

(1 + C(x + 1)e−3x)dx = x + C(3x + 4)e−3x

y = e3x(x + C(3x + 4)e−3x) = xe3x + C(3x + 4)
（３）xy′′ − (2x − 1)y′ + (x − 1)y = xex.xy′′ − (2x − 1)y′ + (x − 1)y =

0.y = ekx, y′ = kekx, y′′ = k2ekx → k2ekxx− (2x− 1)kekx + (x− 1)ekx = 0,

(k2 − 2k + 1)ekxx + (k − 1)ekx = 0 →→→ k = 1, y = ex

y = u(x)ex, y′ = uex + u′ex, y′′ = uex + 2u′ex + u′′ex,

x(uex + 2u′ex + u′′ex) − (2x − 1)(uex + u′ex) + (x − 1)uex = xex

u′′xex + u′ex = xex →→→ u′′x + u′ = x
u′=U→ U ′ + 1

xU = 1,

U = e−
R 1

x dx(
∫

e
R 1

x dxdx + C) = e− log x(
∫

elog xdx + C) = 1
x (x2

2 + C) =
x
2 + C

x

→ u =
∫

(x
2 + C

x )dx = x2

4 + C log x, y = ex(x2

4 + C log x)
（４）x2y′′ − 2xy′ + 2y = −2x + 2...(1), x2y′′ − 2xy′ + 2y = 0...(2).(2)

の解を y = xk として、y′ = kxk−1, y′′ = k(k − 1)xk−2 だから、（２）より、

x2k(k− 1)xk−2 − 2xkxk−1 +2xk = 0 → k(k− 1)− 2k +2 = 0, k2 − 3k +2 =
0 → k = 1, 2

→→→ y1 = x, y2 = x2,このときに、W (y1, y2)(x) =

∣∣∣∣∣ x x2

1 2x

∣∣∣∣∣ = x2 ̸= 0

だから、公式y0(x) = y1(x)
∫ −R(x)y2(x)

W (y1,y2)(x)dx+y2(x)
∫ R(x)y1(x)

W (y1,y2)(x)dx → y0(x) =

x
∫ −(− 2

x + 2
x2 )x2

x2 dx + x2
∫ (− 2

x + 2
x2 )x

x2 dx

= x(2 log x + 2
x ) + (2x − 1) = 2x log x + 2x + 1

→→→方程式の解: C1x + C2x
2 + 2x log x + 1

（５）(1 + x2)y′′ − 2xy′ + 2y = 1−x2

x ...(1)、(1 + x2)y′′ − 2xy′ + 2y = 0.

この方程式の解を y = xk で求めると、y′ = kxk−1, y′′ = k(k − 1)xk−2より、

(1+x2)k(k− 1)xk−2 − 2xkxk−1 +2xk = 0 → {k(k− 1)− 2k +2}xk + k(k−
1)xk−2 = 0

→→→
{

k(k − 1) − 2k + 2 = k2 − 3k + 2 = (k − 1) (k − 2) = 0
k(k − 1) = 0

}
→

{
k = 1, 2
k = 1, 0

}
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→→→ k = 1 → y = x.（１）の解を、y = xu(x)として、y′ = u+xu′, y′′ =
2u′ + xu′′より、(1 + x2)(2u′ + xu′′)− 2x(u + xu′) + 2xu(x) = 1−x2

x →→→
(1 + x2)xu′′ + 2u′ = 1−x2

x

→→→ u′′ + 2
(1+x2)xu′ = 1−x2

x2(1+x2)

u′=U→→→ U ′ + 2
(1+x2)xU = 1−x2

x2(1+x2) ...(3)、U ′ + 2
(1+x2)xU = 0...(4) → dU

dx =

− 2
(1+x2)xU, dU

U = − 2
(1+x2)xdx

→ log U = log(1 + x2) − log x2 = log x2+1
x2

次に、（３）の解をU = x2+1
x2 v(x) = (1+ 1

x2 )vで求める。U ′ = (1+ 1
x2 )v′−

2
x3 vを（３）に代入して、(1+ 1

x2 )v′− 2
x3 v+ 2

(1+x2)x
x2+1

x2 v = 1−x2

x2(1+x2) ,
1+x2

x2 v′ =
1−x2

x2(1+x2) ,→ v′ = 1−x2

(1+x2)2

→ v =
∫

1−x2

(1+x2)2 dx = x
x2+1 + cよって、

U = x2+1
x2 ( x

x2+1 +c) = 1
x +c(1+ 1

x2 )だから、u′ = U = 1
x +c(1+ 1

x2 ) →→→
u = log x + C1(x − 1

x ) + C2

→→→ y = x(log x + C1(x − 1
x ) + C2) = x log x + C1(x2 − 1) + C2x

（６）x2y′′ − 3xy′ + 4y = 0y = xk, y′ = kxk−1, y′′ = k(k − 1)xk−2 →
k(k − 1)xk − 3kxk + 4xk = 0,

k(k − 1) − 3k + 4 = 0, (k − 2)2 = 0k = 2, y1 = x2

公式 y2=y1
R

φdx→→→ (φ = e− R
P (x)dx

y2
1

∫
y1R(x)e

R
P (x)dxdx, P (x) = − 3

x , R(x) =
2x3+x2

x2 = 2x + 1)
e− R

P (x)dx

y2
1

= e− R − 3
x

dx

(x2)2 = e3
R 1

x
dx

x4 = e3 log x

x4 = elog x3

x4 = 1
x ,∫

y1R(x)e
R

P (x)dxdx =
∫

x2(2x+1)e
−3

R 1
x

dx

dx =
∫

x2(2x+1)e− log x3
dx =∫

x2(2x + 1) 1
x3 dx

=
∫

(2x + 1) 1
xdx =

∫
(2 + 1

x )dx = 2x + log x + c,

φ = 1
x (2x+log x+c) = 2+ log x

x + c
x

∫
φdx = 2x+c log x+ 1

2 log2 x
公式 y2=y1

R
φdx→→→

y2 = x2
∫

φdx == x2(2x + c log x + 1
2 log2 x),

y = 2x3 + x2

2 log2 x + c1x
2 log x + c2x

2

（６）x2y′′ − (x + 2)xy′ + (x + 2)y = x4ex.x2y′′ − (x + 2)xy′ + (x + 2)y =
0.y = xk, y′ = kxk−1, y′′ = k(k − 1)xk−2, x2k(k − 1)xk−2 − (x + 2)xkxk−1 +

(x + 2)xk = 0
k(k − 1)xk − (x + 2)kxk + (x + 2)xk = 0, (k2 − 3k + 2)xk − (k − 1)xk+1 =

0 →→→ k = 1, y = x

y = xu(x), y′ = u + xu′, y′′ = 2u′ + xu′′, x2(2u′ + xu′′) − (x + 2)x(u +
xu′) + (x + 2)xu = x4ex

x3u′′ − x3u′ = x4ex, u′′ − u′ = xex u′=U→ U ′ − U = xex,

U = e
R

dx(
∫

e−
R

dxxexdx + C) = ex(
∫

xdx + C)
= ex(x2

2 + C) →→→ u =
∫

ex(x2

2 + C)dx = ex + Cex − xex + 1
2x2ex

44



→→→ y = x(ex + Cex − xex + 1
2x2ex)

y = C1x + C2xex − x2ex + 1
2x3ex

（７）x2y′′ + xy′ + y = x
t=log x,x=et

→→→{
dy
dx = dy

dt
dt
dx = 1

x
dy
dt

d2y
dx2 = d

dx ( dy
dx ) = d

dx ( 1
x

dy
dt ) = − 1

x2
dy
dt + 1

x
d
dt (

dy
dt ) dt

dx = − 1
x2

dy
dt + 1

x2
d
dt (

dy
dt )

}
,

x2(− 1
x2

dy
dt + 1

x2
d
dt (

dy
dt )) + x( 1

x
dy
dt ) + y = et →→→ ÿ + y = et → ρ2 + 1 =

0, ρ = ±i → y = C1 cos t + C2 sin t

y = Aet, A = 1
2 →→→ y = 1

2et + C1 cos t + C2 sin t = 1
2x + C1 cos log x +

C2 sin log x
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